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Préface

Ces notes d’Analyse s’intitulent Analyse infinitésimale. En effet elles se basent de
fagon essentielle sur la notion d’infiniment petit. Pour ce faire, j'utilise un cadre et
des méthodes issues de I’Analyse non standard et plus particuliérement la présenta-
tion donnée par H.J. Keisler ([9]). J'utilise Uapproche infinitésimale et les méthodes
de I’Analyse non standard depuis presque une vingtaine d’années dans le cadre d’un
cours d’Analyse destiné o de futurs ingénieurs industriels.

L’Analyse non standard a été introduite en 1961 par A. ROBINSON ([17]), elle
permet de donner un cadre rigoureuz et solide aux méthodes et arguments infinitési-
mauz, elle introduit les différents concepts de I’Analyse mathématique (dérivées, in-
tégrales...) en utilisant la notion de nombres infiniment petits et cela dans la tradition
initiée par les savants des 17¢ et 18° siécles. L’Analyse non standard rend cohérente
la notion d’infiniment petit et permet de développer I’Analyse mathématique sur cette
base comme le faisaient dés le 17¢ siecle d’abord P. FERMAT, I. NEWTON, G.W.
LEIBNIZ et ensuite leurs illustres successeurs, les fréres BERNOULLI, EULER. . ..

Pourquoi utiliser les notions infinitésimales et des méthodes issues de I’Analyse
non standard au niveau de l'enseignement ¢ Les raisons en sont multiples, notam-
ment :

— la notion de nombres infinitésimaux a un contenu intuitif indiscutable, cela se
traduit par des formulations simples, naturelles et concrétes des principales
notions de I’Analyse ;

— on peut traiter trés simplement les notions d’ordre de grandeur;

— Doutil mathématique ainsi construit est directement utilisable dans les diverses
sciences et applications ;

— on peut mieux faire cohabiter intuition, invention et rigueur.

Les trois thémes de ce premier volume sont : les dérivées, les intégrales et les
équations différentielles, le plus souvent on se limite a considérer des fonctions d’une
variable. Le volume 2 est consacré pour une bonne part aux fonctions de plusieurs
variables. Dans les présentations “classiques'” de I’Analyse, les notions de dérivée
et d’intégrale reposent sur la notion de limite, tout se passe alors dans le “monde”

1. adjectif “classique” est ici usurpé car il fait référence a la présentation de I’ Analyse introduite
au 19¢ siécle tandis que la présentation infinitésimale date du 17¢ siécle!

11
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des nombres réels. Il n’en est pas ainsi en Analyse non standard, comme d’ailleurs
il n’en n’était pas ainsi pour les savants et mathématiciens qui ont fondé I’Analyse :
LEIBNIZ, EULER ...ne connaissaient pas les limites!?. En Analyse non standard
et dans la présentation ici suivie, on se place dans un ensemble de nombres plus
riche que l’ensemble des nombres réels ; parmi ces nombres on trouve notamment les
quantités infinitésimales utilisées deés le 17¢ siecle. Ces nombres étendant les nombres
réels sont appelés les nombres hyperréels.

La notion de nombre est donc ici particuliérement importante. Ainsi le premier
chapitre est consacré a un voyage a travers les nombres habituels et, dés le chapitre 2,
on apprend & connaitre et a se familariser avec les nombres hyperréels. Les dérivées
apparaissent au chapitre 3. Les notions d’ordre de grandeur sont essentielles, on
les étudie des le chapitre 6. Les tangentes a une courbe ont ici une présentation
particulierement simple et sont étudiées au chapitre 7. Les intégrales apparaissent
au chapitre 11. Les deux derniers chapitres de ce premier volume sont consacrés auz
équations différentielles. La théorie et les applications cohabitent, ainsi a coté de
démonstrations et justifications théoriques, on trouve des exemples et de nombreux
exercices.

Que l'on se rassure, 'outil mathématique obtenu via les méthodes non standard
contient les résultats “classiques”, ainsi la plupart des théoremes importants restent
dans leur formulation inchangés et, au niveau des exercices, on continue & calculer
les intégrales et résoudre les équations différentielles de fagon usuelle. Mais on espére
que loutil mathématique aura acquis plus de proximité, plus de sens concret et donc
plus de disponibilité en vue de son utilisation.

Ces notes sont le manuel du cours d’Analyse enseigné dans le département In-
génieur industriel de la Haute Ecole de la Province de Liége, le volume 1 est utilisé
en bachelier 1 et le volume 2 est a destination des bacheliers 2.

Je remercie mes colleques qui m’ont aidé dans ce travail, d’abord mon épouse

JACQUELINE HAVELANGE, mais aussi Y VETTE LEYEN, pour leur aide et leur contri-
bution a notre travail d’enseignement.

Aodt 2011, A. PETRY

2. la notion de limite apparait, sans doute pour la premiére fois, chez d’Alembert a la moitié du
18¢ siécle et c’est Cauchy qui, entre 1820 et 1830, est le premier a les utiliser de fagon systématique
pour développer I’Analyse.



Chapitre 1

Notions de nombres

Les nombres jouent en Mathématiques un roéle essentiel, particuliérement dans
la présentation suivie ici. Mais que signifie le mot “nombre” 7 Au travers d’une pro-
menade informelle parmi des nombres “classiques”, on voudrait appréhender cette
notion. Mais auparavant voici quelques précisions utiles.

1.1 Variables, constantes,. .., ensembles

En Mathématiques on considére des ‘objets’ fort différents : des nombres, des
vecteurs, des points, des droites, des fonctions . ... Pour désigner ces objets, pour les
manipuler, on considére des symboles, le plus souvent des lettres, que 'on qualifie
suivant leur utilisation de wvariables ou de constantes. Les variables représentent
des nombres, des points .. .non fixés, censés pouvoir varier, dans un domaine connu,
par exemple dans les entiers, dans les nombres réels, dans un plan . ... Les variables
peuvent représenter des objets inconnus, qui pourraient d’ailleurs ne pas exister (par
exemple certaines équations n’ont pas de solution). Les constantes représentent
des nombres, des points ...fixés. Ces constantes peuvent étre explicitées, I'objet
considéré est alors explicitement précisé, par exemple 0, 1, 127, 7 représentent des
nombres bien précis. Une constante peut aussi représenter un objet fixé sans qu’on
ait explicité son contenu, par exemple on dit :

7

“soit v un réel fixé ..., firons un naturel m ...

On est aussi amené a convenir de notations, pour ce faire on utilise souvent le
symbole d’assignation := . Par exemple

wi=a’+x+1

signifie qu’on convient que u représente ’expression #2 4+ x+1. Ainsi au lieu d’écrire

posons a =u+v etb=u—v, i s'ensuit u= 2FL et v = 25t
on préférera d’écrire
posons a:=u+v et b:=u— v, il s’ensuit u = “T‘H’ etv= “T_b

13



14 Chapitre 1. Notions de nombres

Par proposition on entend une formulation précise et non ambigiie d’une pro-
priété. Pour signifier que dans la formulation d’une proposition intervient la variable
x, on représente la proposition par P(z), bien entendu P(u) représente alors la pro-
position P(z) ou la variable x est remplacée partout par u. On procéde de fagon
analogue pour une proposition faisant appel & deux variables x, y en écrivant P(x, y).

Rappelons les conventions et notations ensemblistes usuelles. Un ensemble est
une collection d’objets; si F représente cette collection d’objets et si a est un des
objets la composant, on dit que a est un élément de E, ce qui est noté a € E.

Soient A, B des ensembles. A et B sont égaux, en abrégé A = B, lorsque A et B
ont les mémes éléments; A est inclus dans B, ou A est une partie de B, en abrégé
A C B, lorsque tout élément de A est un élément de B.

La notation suivante est trés souvent utilisée : considérons une proposition P(z),
on désigne alors par

{z : Pa)}

Pensemble dont les éléments sont les objets u tels que la proposition P(u) soit vérifiée.

Considérons des objets u, v, w.... On note {u} Pensemble dont le seul élément
est u; on note {u,v} Pensemble dont les éléments sont u et v, de méme {u, v, w}
I’ensemble dont les éléments sont u, v et w. Bien entendu on ferait de méme avec
quatre objets, cinq objets . ...

Considérons des ensembles A et B, alors 'union de A et de B, notée AU B,
I'intersection de A et de B, notée AN B, le complémentaire de B dans A, noté
A\ B, sont définis par :

AUB = {r:z€Aouze B},
ANB = {z:xz€Aetxe B},
A\B = {zr:zcAeta¢B}.

L’ensemble vide noté ) est ’ensemble n’ayant aucun élément. Deux ensembles sont
dits disjoints lorsque leur intersection est vide.

1.2 Nombres naturels
Les nombres naturels (plus simplement les naturels) sont les nombres

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, ... ,

ce sont donc les nombres qu’on obtient au départ de 0 et itérant 'opération +1.
L’ensemble des nombres naturels est noté N et Ny représente I’ensemble des naturels
non nuls.

Voici une propriété importante des naturels :

Tout ensemble non vide de naturels contient un plus petit élément (1.1)

En effet supposons qu’un ensemble E de naturels contienne au moins un élément pg.
Si po n’est pas le plus petit élément de E on peut trouver un naturel p; qui soit dans
FE et qui soit < pg . Itérons ce processus : ou bien p; est le plus petit élément de F,
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ou bien on peut trouver un naturel ps < p; qui soit dans E. De la sorte ou bien on
trouve le plus petit élément de E, ou bien on obtient des naturels pg, p1,p2, .-, Pn
tels que

Pn <Pn—-1<...p2<p1 <Ppo.

Cette deuxiéme éventualité ne peut continuer indéfiniment : le nombre de naturels
< po est pg, il est donc impossible qu’apres pg itérations du processus ci-dessus on
n’ait pas trouvé le plus petit élément de E. O

Ce résultat est lié a la méthode usuelle de raisonnement par récurrence :

Considérons une proposition P(x). Supposons :

— la proposition P(0) est vérifice,

— pour tout naturel m, la proposition P(m) entraine P(m + 1).
Alors P(m) est vérifiée pour tout naturel m

En fait cela est une conséquence du résultat (1.1), en effet dans les conditions ci-
dessus 8’1l existait un naturel p tel que P(p) soit faux, en considérant le plus petit
de ces naturels, on obtiendrait un naturel # 0, qui serait donc de la forme ¢ + 1,
mais alors P(q) devrait étre vérifié et donc P(q + 1) aussi, on obtiendrait ainsi une
contradiction.

1.3 Nombres entiers, notion de groupe
Les entiers s’obtiennent en adjoignant aux naturels les nombres
-1,-2,-3,-4,-5,-6,-7,—-8,-9,—-10,—11,-12, —13,—14, ... ;

I’ensemble des entiers est noté Z. Les entiers s’obtiennent donc au départ de 0 en
itérant les opérations +1 et —1.

Soient m, n, p des entiers quelconques. Alors m + (n +p) = (m +n) + p et
m-+0 = m. Dans les entiers on peut également effectuer des soustractions : effectuer
la soustraction m —n consiste a résoudre I’équation z+n = m et cela marche puisque
(m + (—=n)) + n = m. Une telle situation est a la base de la notion de groupe.
Considérons un ensemble GG . Une opération ¢ interne et partout définie sur
G associe a tous x,y éléments de G un élément de G noté x ¢ y. Ainsi 'addition et
la multiplication sont des opérations internes et partout définies a la fois sur N et Z.

Définition. Soient un ensemble G, une opération o interne et partout définie sur
G et n un élément fizé de G. On dit que ¢ définit sur G un groupe de neutre n, ou
encore que < G,o,n > est un groupe, lorsque :

1. o est associative sur G, c’est-a-dire x o (y ¢ z) = (x 0 y) © 2 pour tous x,y,z

€G,
2. n est un neutre pour <, c’est-a-dire x on =nox = x pour tout x € G,
3. pour tout x € G, il existe y € G tel que xoy=yoxr =n.

Si en plus x oy =y ox pour tous x,y € G, le groupe est dit commutatif.
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Ainsi 'addition définit sur Z un groupe commutatif de neutre 0 mais ne définit
pas un groupe sur N. Evidemment la multiplication ne permet pas de définir un
groupe sur les naturels ou les entiers et cela méme si on enléve le nombre 0. Ce
qu’on a remarqué & propos de la soustraction dans Z s’étend a tous les groupes, en
effet :

Théoréme 1. Soit < G,o,n > un groupe. Pour tous a,b dans G, l’équation aox = b
a une et une seule solution.

Démonstration. Soit y € G tel que yoa =aoy =n.

Ezistence : Posons x = yob. Alorsaox =ao (yob) =(aoy)ob=nob=».

Unicité : Supposons a ¢ u = b. Alors
yob=yo(aou)=(yoa)ou=nou=u,

d’ott u =y o b et un tel u est unique. O

En particulier pour tout z dans G, il existe un seul y tel que z oy = n, ce y est
appelé I'inverse de x. En nous référant a la preuve ci-dessus, nous voyons que

la solution de a o x = b est donnée par x = co b ou c est linverse de a .

1.4 Nombres rationnels, notion de corps commutatif

Les rationnels sont les fractions d’entiers (de dénominateur non nul). L’en-
semble des rationnels est noté Q. Dans les rationnels on va pouvoir effectuer non
seulement les additions, soustractions et multiplications mais aussi les divisions par
un nombre non nul. On va ainsi pouvoir effectuer les quatre opérations élémentaires
Dans les rationnels, on est ainsi en présence de deux groupes commutatifs : munis
de T'addition, les rationnels forment évidemment un groupe de neutre 0 et Qq, ’en-
semble des rationnels non nuls, muni de la multiplication est aussi un groupe. Le
concept de groupe ne considére qu’une seule opération, mais a la notion de nombre
deux opérations sont inévitablement liées : I’addition et la multiplication. La notion
de corps considére simultanément deux opérations et généralise ce qu’on observe &
propos de 'addition et de la multiplication sur les nombres rationnels, I’'idée de base
est simple : la notion de corps commutatif formalise le fait de pouvoir effectuer
les quatre opérations élémentaires. En voici la définition précise.

Définition. Considérons sur un ensemble K deux opérations internes et partout
définies notées +, - ; soient 0 et 1 deux éléments distincts de K. Alors, on dit que
<K,+,-,0,1 > est un corps commutatif lorsque

1. les opérations +, - sont associatives et commutatives,

. 0 et 1 sont des neutres respectivement pour + et -,

. pour tout a dans K, il existe x dans K tel que a +x =10.

. pour tout a # 0, il existe y dans K différent de 0 tel que a -y =1,

v AN o o

.z (y+z)=(x-y)+ (z-2) pour tous x,y, z € K (régle de distributivité).

Evidemment < Q, +,-,0,1 > est un corps commutatif et < Z,4,-,0,1 > ne l'est
pas.
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1.5 Calcul algébrique dans un corps commutatif

Plagons-nous dans un corps commutatif < K, +,-,0,1 >. Notons Ky ’ensemble
de tous éléments de K non nuls. Envisageons les régles de base du calcul algébrique
et voyons qu’elles sont vérifiées dans K.

Soustraction
< K, +,0 > est clairement un groupe commutatif, 'unique x tel que a+z =0
est noté —a . Ainsi, vu le théoréme 1, on peut soustraire : a —b est la solution
deb+x=aeta—b=a+ (D).

Multiplication par 0 :
a-0=0 pour tout a € K.
En effet prenons un élément quelconque b dans K, onaa-b=a-(b+0) =
a-b+a-0 dou en ajoutant —(a - b) on obtient 0 =a-0.

Produit nul :
a-b=0 entrainea =0 oub=0.
En effet, supposons a -b =0 et a # 0 alors prenons u tel que u - a = 1, nous
avons 4 - (a-b) =u-0=0 dou 0= (u-a)-b=1-b=>. Ainsi quand un
produit est nul, un des facteurs est forcément nul.

Division
Vu la propriété ci-dessus, la multiplication est interne dans K . Il s’ensuit que
< Ko, -, 1 > est aussi un groupe commutatif et, si a est dans Kg, 'unique y
tel que a-y = 1 est appelé I'inverse de a et est noté a~! ou % . Appliquons de
nouveau le théoréme 1 : on peut diviser par tout b # 0, ainsi l'unique solution
y de b-y=a est notée a/b ou § et%:a-b_l.
Dans un corps commutatif on ne peut diviser par 0, en effet diviser a par 0
consisterait a trouver une solution a ’équation 0-z = a, c’est-a-dire 4 0 = a;
si a # 0 cela est impossible et si a = 0 tout = est solution!

Réduction au méme dénominateur : prouvons la régle usuelle

e
En effet
G+ 0-d) = (F-0-d)+(5 (b-a)
= (5D D+((5-d)-)
= (a-d)+(c-b).

Exposants entiers
Soit n un naturel # 0 et a dans K. On définit le multiple na en posant :

naea:=a+a+...+a .
N—— ——

n

On définit aussi les puissances a exposant entier en posant :

=1, a":=a-a-...-a , et,sia#0, a ":=(a")"
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Les régles usuelles des exposants sont vérifiées autrement dit

aPTl = gP . g , (a-b)P =aP - bP

étant entendu qu’en cas d’exposant négatif le nombre a ou b est # 0.

Produits remarquables
On vient de remarquer que des régles bien connues du calcul algébrique
étaient vérifiées dans un corps commutatif quelconque, il en est de méme
pour d’autres régles usuelles faisant intervenir I’addition, la soustraction et
la multiplication. Ainsi les formules souvent appelées “produits remarquables”
sont vérifiées dans tout corps commutatif, par exemple dans tout corps com-
mutatif on a

a® = b= (a—b)(a® +ab+b*) et a®+ 1% = (a+0b)(a® —ab+V?).

Binéme de Newton
Etant donnés ag,a1,...,a,, dans K, on peut additionner ces nombres, on
obtient ainsi un élément de K noté Y, ay , plus généralement
si 0 <4< j<m,on pose

J
E ag = a; + a1+ ...+ aj .
k=i

Dans tout corps commutatif la Formule du binéme de Newton ' est vé-
rifiée :

(a+b)" = Z CFk aFpm=F (m naturel >1)
k=0

cela se prouve par récurrence sur 'exposant m (voir par exemple [8]). Rap-
pelons encore : pour tous naturels m, k tels que k < m,

e (m\ m)!
Cm_<k>._ El(m — k)

La formule du binéme de Newton rend pour n = 2 et n = 3 les formules
usuelles donnant (a + b)? et (a + b)>.

Certains corps commutatifs peuvent toutefois réserver des surprises. C’est le cas
des entiers modulo p (c’est-a~dire 0,1,...,p — 1) qui, si p est un nombre premier,
forment un corps commutatif, noté Z, (voir par exemple [8]).

1.6 Droite cartésienne et nombres réels

Considérons une droite D, sur cette droite choisissons une origine notée O et un
point U distinct de O, orientons la droite en choisissant comme sens de parcours le

1. en fait due a Pascal (1654), Newton étendit cette formule aux exposants fractionnaires (1665)
au prix de l'introduction d’une série dont on parlera plus tard ...
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sens allant de O vers U, prenons comme unité de mesure la longueur du segment
OU, pour exprimer cela on dira que D est une droite cartésienne.

Tout entier se représente sur la droite cartésienne de fagon évidente. On sait
que le Théoréme de Thalés permet de partager un segment donné en un nombre
quelconque de parties égales. Dés lors on peut représenter tout rationnel sur la
droite cartésienne.

On ne définit pas ici de fagon formelle les nombres réels, simplement on identifie
les réels aux points de la droite cartésienne, pour nous : les nombres réels sont
les points de la droite cartésienne. On désigne par R ’ensemble de tous les
réels, c’est-a-dire la droite cartésienne.

Un réel u est inférieur & un réel v, en abrégé u < v, lorsque en suivant 1’orientation
de D le point u précéde le point v ; un réel est dit positif lorsqu’il est > 0 et il est
dit négatif lorsqu’il est < 0. On désigne par Ry I’ensemble des réels non nuls et par
RS’ I’ensemble des réels > 0. Les rationnels s’interprétant sur la droite cartésienne,
on retrouve parmi les réels tous les rationnels.

Voici une propriété fondamentale de la droite :

quelque soit le point P choisi sur la droite cartésienne a la droite de O ,
on peut porter au départ de O un certain nombre de fois le segment de
longueur unité de telle sorte a dépasser le point P .

par conséquent quel que soit le réel r il existe un naturel m tel que r < m.

Si 7 est un réel positif, on peut donc considérer le plus petit naturel supérieur a
r et donc, en retranchant 1 a cet entier, on trouve le plus grand entier inférieur ou
égal a r. On peut faire de méme pour tout réel négatif, d’ou la définition :

Sir est un réel on appelle partie entiére de r, notée [r] le plus grand entier <r.

Par conséquent [r] <r <[r]+1.

FIGURE 1.1: Multiplication des réels

L’addition et la multiplication des réels peuvent s’obtenir géométriquement en
accord avec les résultats classiques de la géométrie plane. Cela est évident pour
I’addition. Montrons comment multiplier deux réels a,b > 0 avec “la regle et le
compas”. Utilisons le Théoréme de Thalés et référons-nous a la figure 1.1 , tragons
une droite D’ issue de O, sur cette droite on fixe X de telle sorte que la longueur



20 Chapitre 1. Notions de nombres

de OX soit égale a la longueur de Oa, on obtient Y en menant par b la paralléle &
U X , finalement on obtient a - b en reportant OY sur la droite cartésienne.

D/

1/a 1 a

FIGURE 1.2: Inverse d’un réel

Théoréme 2. <R, +,-,0,1 > est un corps commutatif.

Limitons-nous ici & montrer que tout réel a a un inverse, envisageons encore le
cas ot a > 0 et référons-nous a la figure 1.2 : menons par O une droite D’ et sur
cette droite a partir de O portons les longueurs 1 et a, on obtient ainsi les points U’
et A’, par U’ menons la paralléle & A’U, on obtient ainsi le point X sur la droite
cartésienne, ce point X représente l'inverse de a .

1.7 Nombres irrationnels

Rappelons quun nombre naturel est premier lorsque qu’il est # 1 et que ses seuls
diviseurs entiers sont 1 et lui-méme. On sait : si m est un nombre premier et si m
est un diviseur entier de p - q, alors m est un diviseur entier de p ou un diviseur
entier de q . Utilisons cela pour prouver le résultat suivant.

Théoréme 3. Sip est un nombre premier, il n’existe pas de rationnel dont le carré
soit égal a p .

Démonstration. Soit p premier. Raisonnons par ’absurde et supposons que p
soit égal au carré d’une fraction de deux naturels. Si ces deux naturels ne sont
pas premiers entre eux, effectuons toutes les simplifications possibles; de la sorte,
on obtient des naturels non nuls m, n premiers entre eux tels que p = ’:—j Alors
p-n? =m? . Le nombre p est donc un diviseur entier de m?, d’oit le naturel p est
un diviseur entier de m. Alors p? est un diviseur entier de p-n? ; dés lors p est alors
un diviseur de n? d’oil aussi un diviseur entier de n. Par conséquent m et n ont p
comme diviseur entier commun, ce qui contredit le fait que m et n soient premiers

entre eux. On obtient ainsi une contradiction et notre supposition est fausse. O

Mais pour tout réel a > 0 il existe un réel x > 0 tel que a = 22 .

En effet, envisageons le cas a > 1 et considérons la figure 1.3 : construisons un
triangle rectangle OPQ tel |OQ)| soit a (|PQ)| désigne la longueur du segment PQ),
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\

\

\

‘ .

1 Vva a

FIGURE 1.3: Recherche de la racine carrée

soit H le pied de la hauteur abaissée de P sur I’hypoténuse ; alors on sait
|OP]> = |0H|-|0Q| = a,

en reportant la longueur |OP| sur la droite cartésienne a la droite de 0, on obtient
un nombre z positif tel que £2 = a. De plus un tel réel x est unique. Ce nombre x
est appelée la racine carrée de a et est noté \/a .

D’aprés le théoréme 3, par exemple les nombres V2 , V3 , /5 sont des réels non
rationnels. Un nombre réel qui n’est pas rationnel est appelé un nombre irration-
nel. Le théoréme 3 peut donc s’énoncer :

la racine carrée de tout nombre premier est un nombre irrationnel.

Evidemment toute somme, tout produit de rationnels est un rationnel. Mais bien
entendu une somme et un produit d’irrationnels peuvent étre rationnels, ainsi v/2 +
(—v2) = 0 et /2 -v/2 = 2. Il sensuit aussi que la somme d’un rationnel et d'un
irrationnel est un irrationnel, que le produit d’un irrationnel et d’un rationnel non
nul est un irrationnel.

Il est dés lors tres facile d’obtenir de nouveaux exemples d’irrationnels, par

exemple :
1 2

"3VE T 14T
Comme on va le voir rationnels et irrationnels sont donc enchevétrés les uns dans
les autres.

5V2, 5 -2

Proposition 4. Entre deux réels distincts il y a toujours un rationnel et un irra-
tionnel.

En effet considérons deux réels a, b avec a < b.

1. Cherchons un irrationnel v tel que a < v < b. Prenons des réels o/, b’ tels que
a<a <b <b.Sia oub sont irrationnels on prend v = a’ ou v = b’ . Envisageons
le cas ou @’ et b’ sont rationnels, alors il suffit de prendre

, UV —ad

vi=a +
V2
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2. Cherchons un rationnel w tel que a < w < b. Fixons un naturel m tel que m > ﬁ .
Il s’ensuit 1 < m-b—m-a, on peut donc trouver un naturel p tel que m-a < p <m-b
d’ou

a < L <b.
m

1.8 Nombres complexes

En introduisant les complexes le but est triple :
1. étendre les réels,

2. manipuler les nouveaux nombres introduits au moyen des régles usuelles du
calcul algébrique, autrement dit les nombres complexes devraient former un
corps commutatif,

3. parmi les nouveaux nombres certains devraient étre solution de 22 = —1.

Convenons que les lettres a, b représentent des réels.

Considérons le plan muni de deux axes perpendiculaires avec la méme unité de
mesure sur les deux axes. Assimilons les nombres complexes aux points du plan,
ainsi un nombre complexe z est un couple (a,b) de deux nombres réels, a étant
I’abscisse et b 'ordonnée du point correspondant. Mais ’essentiel est évidemment de
définir 'addition et la multiplication. Pour additionner les complexes z; = (a1, b1)

et zo = (ag,b2) on va additionner les vecteurs O—zl> et 0z9, on va donc définir :
(a1,b1) + (ag,b2) := (a1 + a2, by + ba) .
Mais c’est au niveau de la multiplication que réside la nouveauté, voici sa définition :
(a1,b1) - (a2,b2) := (a1as — biba, arbs + asby) .

L’ensemble des complexes est noté C et lorsque le plan est assimilé comme ci-dessus
aux nombres complexes le plan est appelé le plan complexe.
On peut vérifier :

<C,+,-,(0,0),(1,0) > est un corps commutatif.

Mountrons par exemple que tout complexe (a,b) # (0,0) a un inverse. Remarquons
(av b) : ()\CL, _)‘b) = ()\(QQ + b2)70) y

par conséquent, en prenant A := 1/(a? + b%), on obtient (a,b) - (Aa, —Ab) = (1,0) .
Souvent, comme pour les réels, le - du produit est omis et z; - zo est simplement noté
Z1 29 .

On veut que les nombres complexes étendent les nombres réels, en fait il s’agit
d’interpréter les réels dans les complexes de telle sorte qu’effectuer des additions
ou des multiplications sur des réels dans R ou les effectuer sur leurs représentants
dans les complexes donnent les mémes résultats. Il faut donc placer judicieusement
la droite cartésienne dans le plan complexe! Pour ce faire, on interpréte chaque réel
a par (a,0) en effet :

(a1,0)+(a2,0):((11+(12,0) et (al,O)-(ag,O):(al-ag,O) .
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Dans le plan cartésien l'axe des abscisses est dés lors appelé 'axe réel.
Le nombre complexe i est défini comme étant le nombre complexe (0, 1). Il s’en-
suit
i’ =-1

Les trois objectifs précisés plus haut sont donc atteints.
Remarquons :

a+1i-b=(a,0)+(0,1)-(b,0) = (a,0) + (0,b) = (a,b)

autrement dit
(a,b) =a+bi |,

on obtient ainsi la représentation habituelle des nombres complexes.

Les nombres complexes de la forme b sont dits imaginaires. Cette appellation
est due au fait que ces nombres introduits et utilisés dés le 16e siécle n’ont vu leur
existence prouvée que fin du 18e, début du 19e siécle et ont dés lors été longtemps
qualifiés d’imaginaires (il fallut attendre Argand et Gauss pour asseoir I'existence
des complexes). L’axe des ordonnées est dés lors appelé 'axe imaginaire. Pour
un nombre complexe z = a + ib, on ne parle dés lors plus d’abscisse et d’ordonnée
mais bien de partie réelle et de partie imaginaire, & savoir Rez := a et Imz := b.
On n’en dira pas plus ici & propos des complexes (pour une étude plus détaillée
consulter par exemple [8] ot on peut trouver une présentation plus géométrique de
la multiplication des complexes)

1.9 Comparer des nombres

Jusqu’ici on a abordé la notion de nombre uniquement par le biais des opérations
sur ces nombres. Cela nous a permis d’introduire la notion de corps commutatif.
Mais les nombres sont aussi utilisés & d’autres fins, ainsi on est souvent amené
a comparer des mesures de grandeurs physiques, on est alors conduit a comparer
des nombres. Abordons cet aspect. Nous l'avons déja fait pour les réels. Mais, par
exemple on pourrait se poser la question de savoir si on peut comparer entre eux
des nombres complexes. Aussi on va généraliser ce qu’on observe sur les réels et
enrichir la notion de corps commutatif en introduisant la notion de corps ordonné.
Auparavant précisons d’abord ce qu’est une relation d’ordre.

Par relation sur un ensemble A on entend une proposition R(z,y) telle que pour
tous x, y dans A la proposition R(z,y) est soit vraie, soit fausse. La relation R(x,y)
définit un ordre total sur A lorsque, pour tous x, y, z dans A,

— R(xz,x) est vrale,

— (R(x,y) et R(y, z)) entraine R(zx, z),

— (R(z,y) et R(y,x)) entraine x =y,

— pour tous z, y se trouvant dans A, on a R(x,y) ou R(y,x).

R(z,y) signifie alors que z est “inférieur ou égal” a y pour l'ordre considéré. Aussi
plutdt que de représenter une relation d’ordre par R(z,y) on utilisera la notation
< ;siu=<vetuwv,on écrit u < v ou encore v = u .
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Il est clair que < définit un ordre total sur N, Z, Q, R. Sur les nombres complexes
on pourrait par exemple définir une relation d’ordre comme suit :

a+ib 2 ad +ibssia<d ou(a=d etb<d). (1.2)

Il s’agit bien d’un ordre total sur C.

Mais sur des nombres il ne suffit pas d’avoir un ordre , il faut aussi que cet ordre
se comporte “bien” par rapport a I'addition et la multiplication, c¢’est-a-dire comme
< le fait dans R, c’est cela qu’on va exprimer dans la définition d’un corps ordonné.

Définition (Corps ordonné).
<K,+,-,0,1, 2> est un corps ordonné lorsque

1. <K,+,-,0,1 > est un corps commutatif,
2. = définit un ordre total sur K,

3. pour tous x, y, z dans K,
x Xy implique t + z Sy + z,
0=<zetx 2y impliquent x -z <y-z.

Bien entendu le corps des rationnels et le corps des réels munis de l'ordre <
habituel sont des corps ordonnés.

Plagons-nous dans un corps ordonné K. Un élément u de K est dit positif si
0 < u, négatif si u < 0. Les régles habituelles que nous connaissons & propos des
réels, sont également vérifiées, ainsi on obtient successivement :

l.x<yssi0<y—=x.

2. x <y ssi —y < —x, en particulier 0 Xz ssi —x <X 0.

3. (szetxjy)entrainey~zjx~z.
En effet,si 2z <0etx <y,onal0 < —zdouz-(—z2) <y-(—2), c’est-a-dire
—(z-2)2—(y-2)etdoncy-z=<xz-z.

4.0=<1.

En effet supposons 1 < 0, alors en multipliant par 1 on aurait 1 = 0, ce qui
est impossible, par conséquent 1 A0 d’ou 0 < 1.

5. 0 X x -y si et seulement si z, y sont tous deux positifs ou tous deux négatifs.

Un corps commutatif n’est pas nécessairement un corps ordonné, ainsi :

1l n’existe pas de relation d’ordre sur C qui fasse du corps des complexes
un corps ordonné.

En effet, raisonnons par ’absurde et supposons que < C, +,-,0,1, <> soit un corps
ordonné. Alors deux cas se présentent : ¢ < 0 et 0 < 7, dans chacun de ces cas
multiplions cette inégalité par 7 :

— sii=<0,alors0-7i<4>dou0=<-1,

— si0=<74,alors0-7<4>dou0=<—1.
On a donc 0 < —1 et donc 1 < 0, ce qui est impossible puisque 0 < 1.

Ainsi, pratiquement, on ne peut comparer des nombres complexes entre eu.
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Dans tout corps ordonné, on définit le module d’'un nombre v comme on le
faisait dans R :
u si0=u,
Juf == :
—u  siu—<0.

Pour tous u, v dans K on a
u - v = Jul - |v] .

Si u et v sont de méme signe on a |u+v| = |u| 4+ |v] ; si u, v sont de signe opposé et
si par exemple |u| < |v[, on a |u + v| < |v| ; de toute fagon on a

u+o| 2 ful + o]

En itérant 'addition on obtient :

m m
DRLEDITE
k=0 k=0

Pour compléter les propriétés du module remarquons encore

‘|u\<vssi —v<u=<"v ‘

1.10 Ensembles finis, ensembles infinis

Soit n un nombre naturel. Si aj,as,...,a, sont des nombres, (ay,as,...,an,)
représente la liste formée par ces nombres écrits dans l'ordre indiqué, la longueur
cette liste est n. La notion de liste tient compte de la nature des nombres présents
mais aussi de leur ordre, une liste de nombres de longueur n comporte n places,
chacune occupée par un nombre, des places distinctes peuvent étre occupées par le
méme nombre. En général, deux listes (a1, a9, ...,a,) et (b1,ba,...,by,,) sont égales
lorsqu’elles ont la méme longueur (m = n) et lorsque a; = b; pour i = 1,2,...,n.
Une liste de longueur 2 ( c¢’est-a-dire (a, b)) s’appelle un couple.

La premiére utilité des nombres naturels 0,1,2,3,... est de nous permettre de
compter. Si on parvient a passer en revue tous les objets soumis au comptage, on
dit que ces objets forment un ensemble fini. Précisons cela.

Envisageons un exemple : ’ensemble des diviseurs entiers de 24 est fini car on
peut compter les diviseurs entiers de 24, on procéde par exemple comme suit :

| diviseurs entiers de 24 | 1 |
| numéros correspondant | 0 |

2[3|4]6[8]|12]24 |
Lzfs]a]s][6[7]

ainsi pour compter ces diviseurs entiers on a utilisé tous les naturels < 7. Le cas
général est semblable :

Définition (Ensembles finis).
Un ensemble non vide E est fint lorsqu’on peut compter les éléments de cet ensemble
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au moyen de tous les naturels inférieurs ou égaux & un naturel m, c’est-a-dire lors-
qu’on peut associer a tout naturel parmi 0,1,...,m un et un seul élément de E de
telle sorte qu’on passe ainsi en revue tous les €léments de E une et une seule fois ; on
dit alors que m+ 1 est le nombre d’éléments de E . De plus on dit que l’ensemble
vide est fini et son nombre d’éléments est 0. Un ensemble qui n’est pas fini est dit
nfini

Ainsi un ensemble fini dont le nombre d’éléments est m+1 peut donc étre énuméré
sous la forme ag, a1, ..., a,, de telle sorte que a; # aj si j # k.

On prouve que toute partie d’un ensemble fini est finie, que l'union de deux
ensembles finis est finie et, plus généralement, si p est un naturel, que 'union de p
ensembles finis est finie.

1.11 Le plus grand, le plus petit ...

Plagons-nous encore dans un corps ordonné quelconque K muni d’un ordre <.

Définition. Soient A une partie de K et b un élément de K.

— b est un majorant (resp. minorant) de A lorsque x < b (resp. b < x ) pour
tout x € A.

— b est le plus grand élément (resp. le plus petit élément) de A lorsque
lorsque b est un élément de A qui est magjorant (resp. minorant) de A. Le plus
grand élément (resp. le plus petit élément) de A est aussi appelé le mazimum
(resp. minimum) de A . S’il existe le plus grand (resp. le plus petit) élément
d’un ensemble A est unique, on le note alors max A (resp. min A ).

— A est borné supérieurement (resp. inférieurement) dans K lorsqu’il existe
dans K un majorant (resp. minorant) de A.

A est borné dans K lorsqu’il est a la fois borné supérieurement et inférieu-
rement dans K.

En procédant par récurrence, on montre que tout ensemble fini non vide de K
ayant m + 1 éléments peut étre énuméré sous la forme

Up < U1 < ... < Upm ,

il est clair qu’un tel ensemble a un plus petit élément (& savoir ug) et un plus grand
élément (& savoir u,,), d’ou

Théoréme 5. Toute partie finie et non vide d’un corps ordonné a un plus grand
élément et un plus petit élément.

Ce résultat permet de prouver que de nombreux ensembles sont infinis. Par
exemple, plagons-nous dans R et désignons par a, b des réels tels que a < b. Puisque
entre deux réels distincts on peut toujours trouver un rationnel et un irrationnel, il
ne peut y avoir entre a et b de plus grand rationnel, ni de plus grand irrationnel < b,
par conséquent :

entre deuz réels distincts il y a une infinité de rationnels et une infinité d’irrationnels.
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Ainsi il existe de nombreur ensembles bornés supérieurement n’ayant pas de plus
grand élément, de nombreux ensembles bornés inférieurement n’ayant pas de plus
petit élément.

En voici un autre exemple : ’ensemble

1
J ={— : m naturel non nul}
m

est borné, il a comme plus grand élément le nombre 1 mais il n’a pas de plus petit
élément. En effet si 1/k était le plus petit élément de cet ensemble, 1/k + 1 serait
un élément de I'ensemble considéré < au plus petit élément ! L’ensemble J est donc
infini.

1.12 Complétude des réels

Revenons encore aux nombres réels.
Précisons les notations utilisées pour représenter les intervalles de R . Soient a,
b des réels et a < b, alors

[a,b] :=={x : xeReta<z<b}, [a,4o0[:={z : z€Reta <z},
[a,b[:={z : z€eReta<z<b}, la,4oo[:={z : z€Reta<a},
la,b] :=={x : r€Ret a <z <b}, ] 0 i={x : zeRet z <b},
la,b[:={z : v eRet a <z <b}, ] bli={r : zeRet xz<b},

et on note aussi | — 0o, +oo[ := R. Ces ensembles sont les intervalles de R. Les
intervalles de la forme Ja, b[ ,]a, +00[,] — 00, b[ et | — oo, +-00[ sont dits des intervalles
ouverts tandis que les intervalles de la forme [a, b] ,[a, +00[,] — 00, b] et | — 00, +00]
sont dits des intervalles fermés ;
L’intérieur d’un intervalle I est l'intervalle obtenu en enlevant de l'intervalle
donné ses extrémités éventuelles, par exemple lintérieur de |a, b] est |a, b|.
L’intervalle ]a, b[ n’ayant pas de maximum est donc infini, il s’ensuit que

tous les intervalles sont des ensembles infinis.

Des ensembles de nombres réels bien que bornés peuvent ne pas avoir de maxi-
mum ou de minimum, par exemple l'intervalle ]a, b[ est borné et n’a ni minimum,
ni maximum. Dans ce cas, on remarque que a est un minorant bien particulier et
que b est un majorant aussi particulier : a est le plus grand minorant et b est le plus
petit majorant. Pour représenter des situations de ce type on introduit la notion de
borne inférieure et de borne supérieure : si A est un ensemble de réels, s’il existe,
le plus petit majorant (resp. le plus grand minorant) de A s’appelle borne supé-
rieure (resp. borne inférieure) de A. S’il existe, le maximum (resp. minimum)
d’un ensemble A est forcément la borne supérieure (resp. borne inférieure) de A,
mais comme on le remarque par exemple avec ]a, b[, la réciproque n’est pas vraie.

On admettra la propriété fondamentale suivante des nombres réels :

Théoréme 6 (Complétude des réels).
Toute partie de R non wvide et bornée supérieurement, respectivement bornée infé-
rieurement, a dans R une borne supérieure, respectivement une borne inférieure.
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Ce résultat n’a rien d’anodin, il est une des propriétés caractéristiques des nombres
réels. Ainsi on ne dispose pas d’un tel résultat pour les rationnels comme le montre
I’exemple suivant : I’ensemble

E:={r:2zcQeta’<2},

est une partie de Q bornée supérieurement dans Q et pourtant n’admet pas dans Q
de borne supérieure dans Q. En effet, supposons que b soit cette borne supérieure,
alors b # /2 et il existerait donc un rationnel ¢ compris strictement entre b et /2.
Deux cas se présentent :
— b < /2, alors ¢ < V2 d’ott ¢° < 2 et ¢ serait un élément de E supérieur b, ce
qui est impossible ;
— b > /2, alors V2 < ¢ < b et ¢ serait un majorant de E dans Q qui serait
inférieur & b ce qui est également impossible.
L’ensemble F ne peut donc admettre de borne supérieure dans QQ . Mais bien entendu
/2 est la borne supérieure de F dans R.

1.13 Exercices

1. Avec la régle et le compas construisez sur la droite cartésienne les nombres

2 V3, 24vB, 23, 13,
7 7 7
2. Les ensembles suivants sont-ils finis, infinis ? Pourquoi ?
1. [1,17], 2. {z: xeNetl1<zx<17},
3. {x: x irrationnel et 1 <a <17}, 4. {z: x € Netz <127},
5.{z: x€Zetx<9/2} 6. {r: 2€Qetl<z<9}
7.{zx: reQet V2 <z <3}, 8. {m/n: m,neNetn#0etm, n<10},
9. {z: sinx =0}, 10. {x : cosz =0et —20 <z < 20},
11. {z : = € N et z diviseur de m}, 12. {z : x € N et  multiple de m},

Ci-dessus m est un naturel.



Chapitre 2

Les nombres hyperréels

On va ici considérer de nouveaux nombres qui vont étendre les nombres réels.
Parmi ces nombres on trouvera des infiniment petits et des infiniment grands.

La notion d’infiniment petit remonte a la fin du 17¢ siécle et elle fut alors intro-
duite explicitement par G.W. Leibniz dans la seconde moitié du 17¢ siécle, mais elle
était utilisée dés la premiére moitié de ce siécle par Fermat pour la recherche des
extrema et des tangentes. Pour Leibniz, un infiniment petit est une quantité “idéale”
dont le module est inférieur & toute quantité concréte '. Tant que ’on se limite aux
nombres réels et qu’on interpréte “nombre concret” par nombre réel> 0, il est clair
que le seul infiniment petit est 0, en effet si r était un réel infiniment petit non nul,
on devrait notamment avoir

7| 1
< = et donc 1< ;!
7| 5 et donc 5

Mais précisément, dés la seconde moitié du 17¢, pour développer la Physique, en
particulier la cinématique, les savants de ’époque ont besoin de considérer des va-
riations infinitésimales, notamment des variations infinitésimales du temps, et ces
variations doivent évidemment étre non nulles. Pour considérer de telles grandeurs il
faut donc de nouveaux nombres. Bien que ne pouvant préciser la nature des quantités
infiniment petites, les savants des 17¢ et 18° siécles (Leibniz, les Bernoulli, Euler. . .)
ont utilisé de telles quantités, cela ne fut pas sans poser de nombreux problémes,
sans engendrer de nombreuses discussions, mais les développements fulgurants que
connurent alors les Mathématiques et la Physique montrérent a quel point 'utilisa-
tion de telles quantités était utile et fructueuse.

Le peu de clarté concernant la nature et l'existence d’infinitésimaux non nuls
poussa les mathématiciens a se détourner progressivement de 1'utilisation de nombres
infinitésimaux et a fonder I’ Analyse mathématique sur d’autres bases. Ainsi Lagrange
deés la fin du 18¢ siécle essaie de fonder ’Analyse sur base des développements en
séries mais cela s’avére vain. Au 18¢ siécle, d’Alembert introduit déja la notion de
limite sans avoir recours aux infiniment petits et au début du 18¢ siécle, Cauchy
précise et développe cette notion et la prend comme base de I’Analyse. Cette évolu-
tion est ensuite complétée et parachevée pour aboutir a la présentation “moderne”

1. forcément > 0 pour Leibniz

29
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donnée par Weierstrass dans son Cours d’Analyse (1870). Cette histoire est trés riche
et passionnante (on peut la suivre dans divers ouvrages, par exemple dans [5], [7] ou
encore dans le chapitre 10 de [18]).

Mais I'histoire ne s’arréte pas la. En effet, en 1960, A. Robinson construit une
extension des réels dans laquelle il existe des infiniment petits non nuls et qui permet
de développer I’Analyse en suivant les méthodes infinitésimales! Voila qui remet &
I’honneur les arguments et présentations de Leibniz et de ses successeurs. L’Analyse
qu’on développe de la sorte est appelée 1’Analyse non standard. C’est la voie qui a
été ici choisie.

L’histoire des infiniment petits doit aussi nous rappeler une autre extension des
réels : les nombres complexes. La aussi il s’agissait d’ajouter aux réels d’autres
nombres, 1a aussi il a fallu longtemps (fin du 18° siécle) pour que les nombres
complexes (introduits dés le 16¢ siecle) soient admis par toute la communauté des
mathématiciens.

Les nombres qui composent extension trouvée et exhibée par A. Robinson s’ap-
pellent les nombres hyperréels. Le cahier des charges que ces nombres doivent
respecter est le suivant :

1. les nombres hyperréels doivent se manipuler en appliquant les régles usuelles
du calcul algébrique, on veut aussi pouvoir comparer ces nombres, par consé-
quent les nombres hyperréels doivent former un corps ordonné;

2. parmi les nombres hyperréels on doit retrouver les réels;
3. parmi les nombres hyperréels il doit exister des infiniment petits non nuls.

Il n’est pas nécessaire de connaitre comment ces nombres sont obtenus pour
pouvoir les utiliser 2. Aussi nous prenons le parti d’admettre que nous avons une
extension des réels vérifiant des conditions proches de celles mentionnées ci-dessus;
nous allons étudier ces nombres, en déduire des régles et nous pourrons ainsi notam-
ment prouver que ces nombres satisfont le cahier des charges précisé ci-dessus. De
fagon précise

supposons qu’on dispose d’un corps ordonné qui est une exten-
sion du corps ordonné des réels et qui contient un élément qui
n’est pas un réel; ce corps est dorénavant fixé, il est noté *R et
ses éléments sont appelés les nombres hyperréels.

Précisons ce qu’on entend ci-dessus par “extension du corps ordonné des réels” :
1. R est une partie de *R autrement dit tous les réels sont des hyperréels,

2. Paddition, la multiplication de nombres réels considérés dans le corps des
hyperréels donnent le méme résultat que dans le corps des réels, ainsi dans
*Ron aencore 3+2=>5et 3-2=06,

3. un réel est inférieur a autre réel pour 'ordre des hyperréels si et seulement si
il en est ainsi pour 'ordre des réels, ainsi dans *R on a encore 2 < VT.

2. ceux qui veulent en savoir plus sur I’existence des nombres hyperréels, trouveront la construc-
tion de ces nombres dans [9], [11], [13] ou encore dans annexe de [16].
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Forcément 0, 1 sont aussi les neutres de ’addition, respectivement de la multiplica-

tion dans le corps des hyperréels. Dans ces conditions il n’y a aucun inconvénient &

noter l'addition et la multiplication du corps *R, comme on le faisait déja dans R.
En plus

on suppose que le corps des nombres hyperréels satisfait aussi
le Principe de transfert.

Mais de cela on en reparlera au chapitre 4, nous verrons alors ce que dit et ce que
permet de faire le Principe de transfert.
Dorénavant par ‘nombre’ on entend ‘hyperréel’. Etudions maintenant ces nombres.

2.1 Infiniment petits, infiniment grands, limités, ap-
préciables

Pour Leibniz, a la fin du 17¢ siécle, les infiniment petits sont des quantités “idéa-
les” inférieures a toute “quantité assignable” non nulle. Suivons cette idée en tradui-
sant “quantité assignable” par réel > 0, nous obtenons ainsi une définition précise
des infiniment petits dans le cadre des nombres hyperréels :

Définition. Un hyperréel u est infiniment petit (ou infinitésimal) (en abrégé
ip ou IP) lorsque |u| < r pour tout réel r > 0.

Comme on l'a déja dit
le seul réel qui soit un infiniment petit est 0,

en effet s’il existait un réel v non nul qui soit un infiniment petit on aurait |u| < %
et donc 1 < £ !

Pour linstant on ne peut prouver qu’il existe des infiniment petits non nuls. Ne
nous préoccupons pas maintenant de leur existence, étudions nos nouveauxr nombres,
familiarisons-nous avec eux. Le moment venu, on obtiendra de fagcon presque évi-
dente qu’il existe des infiniment petits non nuls.

Remarquons que si z est un infiniment petit non nul, alors —x est aussi un
infiniment petit. D’ou s%l existe au moins un infiniment petit non nul, il existe alors
un infiniment petit > 0 et un infiniment petit <0 .

Supposons que € soit un infiniment petit > 0. Remarquons que dans *R , comme
dans tout corps commutatif, on peut diviser par tout nombre # 0 et en particulier on
peut diviser par un infiniment petit non nul. Posons H := % . Pour tout réel r > 0,
on a % =e< % d’ou H > r; il existerait alors des hyperréels supérieurs a tous les
réels. En prenant G := —H on obtiendrait aussi un hyperréel G inférieur a tous les

réels mais dont le module serait supérieur a tous les réels. D’ou :

Définition. Un hyperréel u est infiniment grand (en abrégé ig ou IG) lorsque
|u| > r pour tout réel r > 0.
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Parmi les infiniment grands, on distingue ceux qui sont positifs et donc supérieurs
a tout réel, et ceux qui sont négatifs et qui sont donc inférieurs a tous les réels.

Définition. Un hyperréel u est limité (en abrégé lim ou LIM) lorsque u n’'est
pas un infiniment grand, autrement dit un hyperréel u est limité si et seulement s’il
existe un réel r positif tel que |u| < r.

Evidemment tout infiniment petit est limité, de méme tout réel est limité. Parmi
les limités, on distingue deux types de nombres : les infiniment petits et les limités
non infiniment petits, d’ou la quatriéme catégorie de nombres :

Définition. Un hyperréel est appréciable (en abrégé ap ou AP) lorsqu’il est limité
et non infiniment petit.

Voyons maintenant comment ces divers nombres se positionnent les uns par rap-
port aux autres. Les définitions ci-dessus classifient les nombres hyperréels suivant
leur module, dés lors un nombre est infiniment petit, infiniment grand, limité, appré-
ciable si et seulement si son module est respectivement infiniment petit, infiniment
grand, limité, appréciable. Il en est donc de méme pour 'opposé d’un nombre hy-
perréel. Les divers nombres se distribuent donc de fagon symétrique par rapport a
0. Ainsi

z |IP | AP [ LIM | IG
—z | IP | AP | LIM | IG
lz] [ IP [ AP | LIM | IG

De plus :
1. Tout nombre compris entre deux infiniment petits est un infiniment petit.
2. Tout nombre compris entre deux hyperréels limités est limité.

3. Tout nombre limité est inférieur a tout infiniment grand > 0 et supérieur a
tout infiniment grand < 0 .

4. Tout nombre supérieur a un infiniment grand > 0 est un infiniment grand

>0.

5. Tout nombre inférieur a un infiniment grand < 0 est un infiniment grand
<0.

6. Un mombre compris entre deuz appréciables de méme signe, est aussi appré-
ciable.

Ces propriétés sont trés simples & prouver, démontrons les trois premiéres.
1. Soient €1 et g2 des ip tels que €1 < u < e5. Alors si 7 est un réel > 0, |e1] et |es]
sont < r, il sensuit —r <1 <u < ez <r dou |u| < 7.
2. Soient u, v des limités et x tel que u < = < v. Il existe des réels r1,ry tels que
lu| <71 et |v] <rgjalors —r; <u <z <wv<ry dou |z est inférieur au maximum
de 71 et de r3 et est donc limité.
3. Soient u limité et G, H ig respectivement > 0, < 0. Alors il existe un réel r tel
que —r <u<r;puisquer<Get H<—r,ona H<u<G.

Au vu de ce qu’on vient de voir, on pourrait représenter les nombres hyperréels
comme sur la figure 2.1; mais une telle représentation n’est pas satisfaisante, en
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I1G<0 AP<0 IP AP>0 1G>0
0

FIGURE 2.1: Une premiére représentation des hyperréels

effet elle pourrait nous inciter a croire qu’on peut assimiler les hyperréels aux points
d’une droite, il n’en est rien car les hyperréels étendent strictement les réels que nous
assimilons aux points de la droite cartésienne.

2.2 Opérations sur les nombres hyperréels

Plus haut on a vu que l'inverse d’un ip non nul était forcément ig. Réciproque-
ment supposons que H soit ig, alors pour tout réel r > 0, on a |H| > % et donc
\%\ < r, le nombre % est donc ip. L’inverse d’un infiniment grand est donc un infi-
niment petit. Dés lors forcément ['inverse d’un appréciable est aussi un appréciable.
Remarquons que nous ne pouvons pas dire ce qu’est I'inverse d’un limité si on ne
sait pas si ce limité est infiniment petit ou appréciable, ce cas constitue donc un cas

d’indétermination (représenté par 7). Résumons cela dans le tableau suivant :

| INVERSE |
u [IP#0 AP [LIM #0 | IG
u| IG | AP ? P

Envisageons maintenant la somme de deux nombres.

Théoréme 7.
1. La somme de deuz infiniment petits est un infiniment petit.
2. La somme de deux limités est un limité.
3. La somme d’un infiniment petit et d’un appréciable est appréciable.
4. La somme d’un limité et d’un infiniment grand est un infiniment grand.

Démonstration.
1. Soient €1, ip et 7 un réel > 0 quelconque. Alors |e1| < § et |e2] < 5, d’ou

roor
|61+52|§|61\+\52|<§+§:r.

2. Soient u et v limités. 11 existe des réels r et 1 tels que |u| <7 et |v] <", don
lu+ o] <|ul+|v] <r+r".

3. Soient ¢ ip et u ap. Le nombre u + ¢ est done limité. Puisque u = (u +¢) + (—¢),
le nombre u + € ne peut étre ip, il est donc ap.

4. Soient u limité, H ig. On a H = (H 4+ u) + (—u), dés lors H + u ne peut étre
limité, il est donc ig. O
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Montrons que “tout peut arriver” lorsqu’on additionne deux infiniment grands.
Supposons que H est un infiniment grand, alors considérons les trois sommes sui-
vantes qui se présentent chaque fois comme une somme de deux infiniment grands :

H+(-H)=0 = 1P
(H+1)+(-H)=1 = AP
(H+H)+(-H)=H = 1G

Toutes les réponses sont donc possibles, la somme de deux infiniment grands consti-
tue donc un cas d’indétermination. Ces résultats sont résumés ci-dessous (les cases
en gras indiquant les résultats “clé”) :

SOMME

[ [ 1P | AP | LIM [IG |
1P IP
AP AP | LIM
LIM || LIM | LIM | LIM
1G 1G 1G I1G ?

Bien entendu il n’y a pas d’indétermination lorsqu’on ajoute des infiniment
grands de méme signe : la somme de deuz infiniment grands positifs (resp. néga-
tifs) est un infiniment grand positif (resp. négatif).

Puisque u —v = u + (—v) , de 1a on déduit immédiatement les régles concernant
la soustraction.

Envisageons maintenant le produit de deux hyperréels.

Théoréme 8.
1. Le produit de deux limités est limité.

o

Le produit d’un infiniment petit et d’un limité est un infiniment petit.

o

Le produit d’un infiniment grand et d’un appréciable est un infiniment grand.

~

Le produit de deuz appréciables est un appréciable.

5. Le produit de deux infiniment grands est un infiniment grand.
Démonstration. Prouvons les quatre premiers points.
1. Soient u, v limités. Il existe des réels 1,72 tels que |u| <71 et |v] < ro ; il s’ensuit
|u-v] < rire dott w - v est limité.
2. Soient € ip, w limité et 7 un réel > 0 quelconque. Il existe un réel r; > 0 tel que
|u] < rq1. 1l s’ensuit

r
le-ul =le] - ful < —-r1=7.
81
3&4. Soient H ig et u, v des ap. On a

H:(Hu)% et v=(v-u)-

S

On sait que 1/u est ap d’ou limité. Dés lors H - u ne peut étre limité et est donc ig,
le produit v - u ne peut étre ip et est ap. O
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Comme on va le voir il n’y pas de régle générale concernant le produit d’un
infiniment petit et d’un infiniment grand, c’est un cas d’indétermination. Soit € in
infiniment petit non nul, alors voici trois produits d’un IP et d’un IG :

5~1:1 = AP
€
1
e2.-=¢ = 1P
€
1 1
E'—2:— = 1G
€ €

Ainsi “tout peut arriver” lorsqu’on multiplie un infiniment petit avec un infiniment
grand! Puisque IP - IG est un cas particulier de LIM - IG, le produit d’un limité et
d’un infiniment grand est aussi un cas d’indétermination. Voici résumées les régles
concernant le produit (en gras les positions “clé”).

PRODUIT
[ [P ] AP [ LIM | IG |
1P 1P
AP IP | AP

LIM || IP | LIM | LIM
IG 7 | IG ? I1G

Ci-dessus nous n’avons pas envisagé le cas de la division, mais une division est
un produit puisque + = u - % ; les régles concernant la division s’obtiennent donc en
appliquant les régles du produit et de 'inverse. La division donne donc lieu & deux
cas d’indétermination de base :

P, IG

— =1 — =17
IP ’ 1G

La aussi toutes les réponses sont possibles, par exemple

2
S, S-1¢ . S=ap.

€ g2 €
De 1a découlent d’autres indéterminations :

LIM 0 LIM _ 5 IP o AP 0

LM T LM LIM

Exemple 2.1. Soient € un infiniment petit # 0, u un appréciable et H un infiniment
grand. Que peut-on dire des nombres :
H+1

2 U 3 2
il id H , H*-H , — =
€ +H , €+u , (ute) , T3
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Solution.

1. % est ip d’ott 7 est le produit d'un limité et d’un ip, 4 est donc ip. Le

nombre 2 est un ip comme produit de deux ip. En conclusion, 2 + 77 est la
somme de deux ip, c’est donc un ip.

2. % est ap comme inverse d’un ap, % est aussi un ap comme produit de deux
ap. € + % est la somme d’un ip et d’un ap, c’est donc un ap.

3. u+e est ap comme somme d’un ap et d’un ip. (u+¢)H est donc un ig comme
produit d’un ap et d’un ig.
4. On a: .
H>-H=H>(1-—).
(1-+)
Or1l-— % est un ap > 0 comme somme d'un ap > 0 et d’un ip. H?> — H est
donc un ig > 0 comme produit d'un ig et d'un ap.
5. On a
H+1_1+1/H_( 1) 1
H+3 1+3/H H (1+3/H)"

Or 1+ % et 1+ % sont deux ap comme somme d’un ap et d'un ip. L’inverse
d’un ap est un ap, ﬁ est donc un ap. #£L est un ap comme produit de

H+3
deux ap.

2.3 Nombres infiniment proches, partie standard

Définition. Deux hyperréels u, v sont infiniment proches, en abrégé u ~ v,
lorsque leur différence u — v est infiniment petite. La notation u % v signifie que u
et v ne sont pas infiniment proches.

Autrement dit deux nombres u et v sont infiniment proches si et seulement s’il
existe un infiniment petit ¢ tel que v = u+¢ . Par exemple, si ¢ est ip, on a 2+ ~ 2
mais 1 +1072 % 1.

Bien entendu u ~ u et, si v = u, on a u ~ v. De plus, (u = v et v &= w)
entraine u ~ w . En effet, si u ~ v et v = w, la différence u — w est ip puisque
u—w=(u—v)+(v-—w).

Proposition 9.

1. Tout nombre infiniment proche d’un infiniment petit, d’un appréciable, d’un
limité, d’un infiniment grand, est respectivement infiniment petit, appréciable,
limité, infiniment grand.

2. Tout mombre compris entre deux nombres infiniment proches est infiniment
proche de ces deux nombres.

3. Deux réels infiniment proches sont égau.
En effet :

1) si on ajoute un ip & un nombre d’une catégorie envisagée, on obtient un nombre
de la méme catégorie;



2.3. Nombres infiniment proches, partie standard 37

2) supposons u v et u < w < v, alors 0 < w —u < v —u d’ot w — u est compris
entre deux ip et est donc ip;

3) supposons que 71,9 soient des réels infiniment proches, alors 7o — 71 est un réel
ip d’ou il est égal a 0. O

Il est clair que si deux nombres sont infiniment proches, en ajoutant a ces deux
nombres un méme nombre, on obtient encore deux nombres infiniment proches. Mais
pour le produit il faut étre plus prudent : par exemple si € est ip, on a € & 2¢ et, si
on pose H = %, on a

H-e=1%H- (2¢)=2.

Toutefois, puisque Au — Av = A(u — v), sl u — v est ip et si A est limité, on a que
Au — Av est ip, en conclusion :
st u v et si A est limité, alors Au ~ \v.

Nous savons que tout hyperréel infiniment proche d’un réel est un hyperréel
limité. Voici un résultat capital qui nous dit que la réciproque est vérifiée.

Théoréme 10 (Partie standard).
Tout hyperréel limité est infiniment proche d’un et dun seul réel.

Démonstration. Soit v un hyperréel limité.

1. Unicité. Si ry et ro sont des réels infiniment proches de u, alors r1 ~ ry d’ou
rn =T2.

2. Erxistence. 1l existe un réel r tel que |u| < rq c’est-a-dire —r; < u < 71 . Considé-
rons ’ensemble
E={z:zeRetz<u}.

E est une partie de R non vide (car —r; € E ) et bornée supérieurement dans R
(car r1 est un majorant réel de E ). Travaillons dans R et appliquons le Théoréme
de complétude des réels : 'ensemble F admet donc une borne supérieure dans R,
notons-la . Le nombre « est donc un réel, montrons que ce réel est infiniment
proche de u. Soit 7 un réel > 0 quelconque. Il nous reste a prouver |u — a| < r
c’est-a-dire que

—r<u—a<r.

Pour chacune de ces deux inégalités raisonnons par ’absurde.

1) Supposons u — a &£ r. Alors u — a > r d’ot a« + r < w et « + r serait dans E, il
s’ensuivrait a +r < aet r < 0. Cela est impossible puisque > 0. Donc u —a < r.
2) Supposons —r £ u — «. Alors —r > u — a d'ot @« — r > u et a — r serait un
majorant réel de F. Puisque « est le plus petit des majorants réels de F, on aurait
a—r>adour <0, ce qui est impossible. Par conséquent —r < u — «. O

Définition. La partie standard d’un nombre limité u , notée st(u) ou encore °u,
est l'unique réel qui soit infiniment proche de w .

Par exemple, si ¢ est infiniment petit, on a st(2 4+ &) = 2 et plus généralement
pour tout réel r on a st(r +¢&) =r. Il est clair :
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— la partie standard d’un réel est ce réel;

— un limité est infiniment petit si et seulement si sa partie standard est 0 ;

— deux nombres limités sont infiniment proches si et seulement s’ils ont la méme
partie standard.

Maintenant on peut trés facilement prouver qu’il existe un infiniment petit non
nul. Rappelons qu’on a admis qu’il existe un hyperréel u qui n’est pas réel, deux cas
se présentent :

— w est un infiniment grand, alors 1/u est un infiniment petit non nul;

— w est limité, alors u — st(u) est un infiniment petit non nul.

En conclusion :

Théoréme 11 (A. Robinson?).
1l existe des infiniment petits non nuls et donc aussi des infiniment grands.
Voyons maintenant des régles pour chercher les parties standard.

Théoréme 12. Soient u,v des hyperréels limités. Alors :

‘ st(u+ v) = st(u) + st(v) , st(u —v) = st(u) — st(v) ) st(—u) = —st(u) ‘

‘ st(u-v) = st(u) - st(v) ‘

et pour tout naturel n,

[st(u”) = (st(w)" |.

Si u est appréciable,

st(%) = st(lu et st(%) = st(v)

s

Démonstration. Soient u,v des limités. Il existe des ip e1,¢5 tels que u = st(u) 4+
€1, v=st(v) +e.
1. Somme et produit. Nous avons :

u+v = st(u)+st(v)+er+ea,
w-v = st(u)-st(v)+eo-st(u) +e1-st(v) +e1-¢e2.

Les nombres €1 + g5 et €5 - st(u) + €1 - st(v) + &1 - £2 sont des ip, par conséquent
u+v ~st(u)+st(v) et u-v = st(u)-st(v) d’ou la régle pour la somme et le produit.
2. Inverse. Soit u appréciable. Alors st(u) # 0 et 1/u est appréciable. En appliquant
la régle du produit & u-(1/u) =1, il vient st(u)-st(1/u) =1 d’oust(1/u) = 1/st(u).

O

3. en hommage & Abraham Robinson, fondateur de I’Analyse non standard.
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Exemple 2.2. Cherchons, s’il y a lieu, les parties standard des hyperréels rencontrés
lors de l’exemple 2.1.
Solution. Rappelons que €, u, H sont respectivement un ip # 0, un ap et un ig.
1. e2+ 77 est un ip, sa partie standard vaut donc 0.
2. st(e + %) = st(e) + st(%) =0+ —St?u) = —St?u) )
3. (u+¢e)H n’a pas de partie standard car c’est un ig.
4. H? — H n’a pas de partie standard car c’est un ig.
5. Puisque st(1+3/H)=1+#0, on a

H+1
H+3

1+1/H
1+3/H

_st(l—i—l/H)_l_1
)_st(1+3/H) 1

st( ) = st(
Exemple 2.3. Soit x limité et € un infiniment petit # 0. Que pouvons-nous dire
des nombres u, v, w suivants ¢ S’ils sont limités cherchons leur partie standard.

€ r—1 T+ 2

u::x+2 , V= . , W= ——

Solution.

1. Nombre u. On doit distinguer deux cas :
— sist(x) # —2, alors 1/(z+2) est ap et u est le produit d’un ip et d’un ap,
u est donc ip et sa partie standard vaut donc O ;
— sist(z) = —2 et © # —2, le nombre u est le rapport de deux ip, on ne
peut alors rien dire de .

2. Nombre v. On doit encore distinguer deux cas :
— sist(x) # 1, alors x — 1 est ap et le nombre v est le produit d'un ap et
d’un ig, le nombre v est donc ig;
— sist(z) =1, alors 2 — 1 est ip, le nombre v est alors le rapport de deux
ip, on ne peut donc rien dire de v .

3. Nombre w. De nouveau distinguons deux cas :
— sist(z) # 1, le nombre w est le rapport d’un limité sur un ap, alors w est
limité et ) 5
t t
st(w)zs(x+ ):s(x)—i— .
st(x —1)  st(x)—1

Par conséquent
— sist(xz) = —2, alors w est ip,
— si st(x) differe de —2 et de 1, alors w est ap.
— sist(z) =1et x # 1, le nombre w est le rapport d’un ap sur un ip et est
donc ig;cetigest >0siz >1letest <Osiaxz<1.

Commentaire

Il faut ici remarquer qu'un des apports importants de I’Analyse non standard, en
plus bien entendu de I'existence du corps des nombres hyperréels et de ’existence de
nombres infiniment petits non nuls, est ’utilisation de la relation “infiniment
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proche”. En effet au 17¢ et 18¢ siécle on considérait déja des quantités infinitési-
males, mais on n’hésitait pas a relier par un signe d’égalité des quantités dont les
différences étaient infiniment petites, & certains moments les quantités infinitésimales
étaient traitées au niveau du calcul comme nulles et & d’autre pas (a ce sujet la lec-
ture du chapitre 3 des Fondements du calcul différentiel d’Euler ([2]) est tout a fait
symptomatique). D’ot évidemment un sentiment d’incohérence qu’on peut parfois
avoir maintenant devant ces raisonnements, mais cette incohérence disparait si,
a bon escient, on substitue a 1’égalité la relation “infiniment proche”.

2.4 Représentation des nombres limités

-’
s

/ s

/ Monade de st(u)

/

Monade de r

r st(u)
FIGURE 2.2: Fenétres ouverte sur la monade d’un réel r et sur la monade de st(u).

On peut maintenant donner une bonne représentation des hyperréels limités.

Comme précédemment on représente les réels sur une droite cartésienne.
Pour chaque réel v on appelle monade de r ou encore le halo de r
l’ensemble de tous les mombres infiniment proches de r. On représente
la monade de r comme sur la figure 2.2, il s’agit la d’une représentation
imagée montrant une fenétre ouverte sur la monade de r, cette fenétre
peut étre agrandie & volonté pour représenter des nombres infiniment
proches de v qui n’apparaitraient pas dans la fenétre initiale.

Ainsi dans la monade de r on observe les nombres infiniment proches
de r qui sont forcément limités. Faisons varier le nombre v parmi tous
les réels, alors on observe tous les nombres limités. En effet, d’aprés
le Théoréeme de la partie standard, tout nombre limité est dans la
monade de sa partie standard et est donc observé dans une certaine
monade. Réciproquement tout nombre apparaissant dans une monade est
un limité puisqu’il est infiniment proche du réel relatif a la monade ob-
servée. Les nombres limités sont donc exactement les nombres
qut apparaissent dans les monades de tous les réels

On peut aussi dire :
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en chaque point de la droite cartésienne il y a une infinité de nombres li-
mités tous infiniment proches et tous observés comme confondus avec leur
partie standard, c’est la raison pour laquelle, la partie standard est aussi
appelée la partie observable. Si on veut distinguer tous ces nombres
infiniment proches il faut ouvrir une fenétre sur la monade de la partie
standard, la on peut observer distinctement tous ces nombres infiniment
proches.

On convient de représenter les nombres d’'une monade d’un réel » comme sur la
figure 2.2 par ordre croissant en allant de gauche vers la droite. De la sorte en se
déplacant de gauche vers la droite

1. sur la droite cartésienne on rencontre des nombres réels de plus en plus grands,

2. dans chaque monade on rencontre des nombres infiniment proches et crois-
sants.
Par exemple la situation u:=1—-2¢,v:=1—cetw:=1+¢c,0ucestip >0
est représentée sur la figure 2.3.

1

FIGURE 23:u=1—-2c,v=1—cetw=1+¢.

On va bientdt compléter cela en comparant des nombres limités n’apparaissant
pas dans la méme monade, auparavant voyons comment se comporte la partie stan-
dard par rapport a la relation d’ordre.

Théoréme 13. Soient u, v limités. Alors u < v implique st(u) < st(v), en parti-
culier uw < v implique st(u) < st(v).

Démonstration. Montrons d’abord que la partie standard de tout limité positif

est positive. Soit v un limité > 0. Si st(u) < 0, on aurait st(u) < 0 < u et donc st(u)

serait infiniment proche de 0 et donc égal & 0, ce qui est impossible. Donc st(u) > 0.
Soient u, v limités tels que v < v. Puisque v — u > 0, on a

0 <st(v—u) =st(v) — st(u)

d’ou st(u) < st(v). a
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st-(u) Sth)

FIGURE 2.4:u<vetumwv.

u < v n'implique pas st(u) < st(v), ainsi, si € est ip > 0 et 7 est un réel, on a

r<r4e<r+2eetst(r) =st(r+e)=st(r+2).

Mais, vu le théoréme ci-dessus,
st(u) < st(v) implique u < v.

Comparons maintenant deux nombres limités w, v n’apparaissant pas dans la

méme monade, alors st(u) # st(v) et il suffit de comparer st(u) et st(v) : si st(u) <
st(v) on a u < v et si st(v) < st(u) on a v < u. Par conséquent

st un hyperréel u apparait dans une monade se trouvant a la gauche de la
monade dans lequel se trouve Uhyperréel v, alors uw < v (voir figure 2.4).
De méme, st un réel r apparait & la gauche de la monade ou se trouve

u, alors r < u, et si un réel v’ apparait a la droite de la monade ot se
trowve u, alors uw < r'. (voir figure 2.5)

st(u) st(v)

FIGURE 2.5:r<u <71 <v<r”.



2.5. Exemples 43

Il s’ensuit que si u, v sont des limités non infiniment proches, en prenant un réel
compris strictement entre leur partie standard, on obtient un réel compris stricte-
ment entre u, v, d’olt

entre deux limités non infiniment proches il existe toujours un réel.

Dans les monades des réels, on n’observe aucun infiniment grand. Comment dés
lors se représenter les infiniment grands ? On peut simplement dire que les infiniment
grands positifs (resp. négatifs) sont les nombres qui sont supérieurs (resp. inférieurs)
a tous les nombres observés dans les monades de tous les réels.

Complétons les régles concernant la partie standard :

[st(Jul) = [st(w)l ]

En effet : si u > 0, on sait que st(u) > 0 d’ou | st(u)| = st(u) = st(|u|) ; de méme, si
u < 0, on sait que st(u) <0 d’ou |st(u)| = —st(u) = st(—u) = st(|u|) .

2.5 Exemples

Exemple 2.4. Soit € ip > 0. Que peut-on dire des nombres u, v, w suivants :

._2—1—5 ._5—5 ._2—25
T3 e 0 YT oo o YT

Solution. Ces trois nombres sont des rapports d’ap donc des produits d’ap, ils sont
donc ap et on a :

st(24+¢) 2 st(b—¢) 5 st(2—2¢) 2
t = 0 = — t = - = — t = — 7 — —
M) =Sere 3 MW aeoe 2 MW TG ~3
Comparons les nombres %, u, w
2 2+e¢ 2 —€ <0
U——- = - =
3 3+2 3 3(3+42¢)
2 2—2 2 —4e <0
w — — = _—— = —
3 3—e 3 3B-¢)
24e 2—2 3e2 + 3¢
u—w = = >0

342 3—¢ (3+2)3—¢)

par conséquent w < u < 2/3.
Comparons maintenant % et v : % —v= % < 0. Par conséquent 5/2 < v.

On peut maintenant représenter les nombres u, v, w comme sur la figure 2.6.
Exemple 2.5. Soit u un hyperréel > 1. Que peut-on dire du nombre

. 2u+1

u—1
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5

2

Wi

FIGURE 2.6: w < u < st(u) = st(w) = 2 et st(v) =5 < wv.

Solution. On doit distinguer plusieurs cas.

1. Le nombre u est limité et st(u) = 1.
Alors st(2u + 1) = 2st(u) + 1 = 3. Le nombre w est le rapport d’un ap sur un ip,
c’est-a-dire le produit d’un ap et d’un ig, le nombre w est donc ig et, puisque u > 1,
cet infiniment grand est positif.

2. Le nombre u est limité et st(u) # 1.
Alors le nombre w est le rapport d’un limité sur un ap, c’est-a-dire le produit d’un
limité et d’'un ap, le nombre w est alors limité et

Cost(2u41)  2st(u) +1
stw) = st(u—1)  st(u) —1

Puisque u > 1, le nombre st(w) est > 0 et w est donc ap. Comparons w et st(w) :

C2u+1 2st(u)+1  3(st(u) —u)

v =TT T MW -1 (- D) - 1)

Ici st(u) > 1, dotu > 1 et
— siu < st(u), on a w > st(w),
— st u > st(u), on a w < st(w).
Ces deux situations sont illustrées sur les figures (2.7a) et (2.7b).

3. Le nombre u est infiniment grand positif. Alors

241
w:—l_l

S

d’ott w est ap et
1
. St(2 + 5) -

= —23Y =2,

st(1—1)
Comparons w avec 2 : w — 2 = % > 0. Le nombre w est donc > 2.
Cette situation est illustrée sur la figure (2.8)

st(w)
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R R
2r+1 2r+1
r—1 r—1
(a) cas ou u < st(u) =7 (b) cas ot u > st(u) =r

FIGURE 2.7: exemple 2.5, u limité et u % 1.

2.6 Exercices.

1. Soient ¢, § des ip # 0, u, v des appréciables, H un ig positif et K un ig.
Que peut-on dire des hyperréels suivants :

1) (3+¢e)(5+4) —15 2)%_2 3)5(2}%_%)

4 3+% 5) ZJ_FZ; 6) = _25;2_5
NEET Yaiam 9%

10) 109 - € 11)e-H 12)(2H+%)2—(2H—%)2
16) % 17) H? — 3H 18) H+ K

2. Soient €, § ip non nuls, H un ig positif et a, b des réels. Que peut-on dire des
nombres suivants. S’ils sont limités, calculez leur partie standard.

1) 2+¢e—5e3 2) (34+¢&—26)(1—¢d)
3) €3+ 5e? —¢ 5 3et —2e3 — 2

2e2 + 43 6t 42 — 2¢
)5H+6 6) 2H+2+¢

H3 -1 H—5+42¢
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2

FIGURE 2.8: cas ou w est infiniment grand.

cherchez leur partie standard et représentez-les sur un méme dessin.

2—¢ 2—¢
1+¢ €
24¢ 24 3¢
54 2¢ 5—¢
2¢e 2 —100e
1+e¢ 3+ 2¢

4. Soient u, v limités, H ig et £ ip non nul. Déterminez la nature des nombres

suivants. Le cas échéant cherchez leur partie standard :

(e +u)(H +u) 2+u)H
2
U+ 2 Qe
u—€
_|_
qu 3+ u+2¢
u—v 1
u—+v u—+v

5. Soit € un ip > 0. Les ensembles suivants ont-ils dans les réels un maximum, une
borne supérieure. Si oui, quel est ce maximum ou cette borne supérieure.

A={z : xréelet z <2+¢} , B={x :xzréeletx <2—¢}.

6. L’ensemble des nombres limités est borné supérieurement dans *R mais n’a pas
dans *R de borne supérieure. Prouvez-le.



2.7. Rapports des nombres hyperréels a la réalité 47

De méme 'ensemble des infiniment grands positifs est borné inférieurement dans
*R mais n’a pas de borne inférieure dans *R. Prouvez-le.

On voit ainsi que le Théoréme de complétude des réels ne peut s’étendre aux
hyperréels.

2.7 Rapports des nombres hyperréels a la réalité

Quel peut étre le rapport avec la “réalité” de nombres infiniment grands, de
nombres infiniment petits ? Est-il pertinent de considérer de pareils nombres si on
envisage des applications concrétes 7 De telles questions méritent réflexion et réponse.
Mais en fait de telles questions ne peuvent étre réservées aux nombres hyperréels, on
peut également les poser a propos des nombres réels et méme des nombres entiers.
En effet il est trés facile d’écrire un nombre naturel qui ne pourrait avoir aucune
interprétation dans le monde qui nous entoure, il suffit de considérer le nombre
101234 qui est estimé actuellement supérieur au nombre de particules composant
I'univers. On pourrait également considérer un nombre rationnel > 0 qui serait
inférieur & n’importe quelle mesure physique. En fait il ne s’agit pas que les nombres
utilisés au niveau mathématique s’identifient & une réalité concréte mais plutot qu’ils
puissent participer & une modélisation efficace et fiable de situations et phénomeénes
du monde réel. Les Mathématiques n’ont pas pour fonction de se confondre avec
ce que nous percevons étre la réalité mais sont notamment 14 pour permettre de
modéliser de fagon efficace les phénomeénes du monde “réel”. Et précisément on peut
trouver & ce niveau plusieurs avantages aux nombre hyperréels, ils vont notamment
nous permettre de prendre en compte facilement la notion d’ordre de grandeur et
cela directement au niveau des nombres utilisés.

Ainsi, dans un contexte donné, on pourrait distinguer trois catégories de quanti-
tés :

— celles qui sont mesurables par les moyens mis & disposition et qui sont mesu-
rées comme non nulles, ce seraient ces quantités qui se représenteraient par
des nombres appréciables,

— celles qui nous apparaissent comme nulles, elles seraient représentées par des
nombres infiniment petits,

— celles qui sont trop grandes pour étre mesurées, elles seraient alors représen-
tées par des infiniment grands.

En général une mesure n’est pas exacte ; la différence entre le résultat de la mesure et
la valeur exacte nous apparait comme nulle et ces deux nombres pourraient donc étre
interprétés comme infiniment proches. De la sorte le résultat de la mesure pourrait
étre interprété comme la partie standard de la valeur exacte.

Le nombre 10'?3* déja rencontré plus haut est au niveau mathématique un
nombre naturel “comme un autre”, mais concrétement il se comporte comme un
infiniment grand, ainsi, comme pour les infiniment grands théoriques, il est concréte-
ment impossible & un étre humain de I'atteindre au départ de 0 en itérant 'opération
+1. En fait on peut dire que tout contexte concret, doté de ses moyens de mesure
précis, a ses propres “infiniment petits”’, ses propres “infiniment grands”, ses propres
“appréciables”.
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On ne peut réduire la notion d’infiniment grand, d’infiniment petit a cette des-
cription. Toutefois les ordres de grandeur sont présents dans chaque situation concréte,
il est utile de pouvoir rencontrer ces notions au mieux et les nombres hyperréels
conviennent particuliérement bien pour cela. Il est clair que les problémes d’ordre
de grandeur sont liés & un contexte précis, ils ont donc essentiellement un caractére
relatif. Toutefois, dés maintenant, on peut dire que dans l’absolu et au niveau des
nombres on distingue trois ordres de grandeur :

— les infiniment grands,

— les appréciables,

— les infiniment petits.

Nous reviendrons plus tard (chapitre 6) sur ces problémes d’ordre de grandeur et
nous aborderons alors ces notions de fagon relative.



Chapitre 3

Notion de dérivée

3.1 Quelques généralités a propos de fonctions

La notion de fonction remonte a Leibniz et J.Bernoulli mais il faut attendre le
19¢ siécle pour que Dirichlet formule la notion moderne de fonction.

Considérons I’exemple suivant : 4 chaque réel « associons le nombre y = 22 +1 ;
cette régle définit une fonction notée par exemple g, pour chaque réel z le nombre
associé & x est appelé la valeur de g en x et est noté g(x). Cette définition fait
appel a deux variables : la variable x est appelée la variable indépendante et la
variable y, dont les valeurs sont dictées par les valeurs de x, est appelée la variable
dépendante.

En général une fonction f associe a des valeurs d’une variable indépendante x
des valeurs d’'une variable dépendante y de telle sorte qu’a chaque valeur de x n’est
associé qu'une seule valeur de y. Alors la valeur de y associée a la valeur de z est
appelée la valeur de f en z et est notée f(z). L’ensemble de toutes les valeurs de
x auxquelles la fonction f associe f(x) est appelée 'ensemble de définition ou le
domaine de définition de f.

Ainsi la régle qui & chaque réel z associe le nombre y = 22 définit une fonction
dont l'ensemble de définition est R. Par contre la régle qui a chaque réel x > 0
associe y tel que x = 32 ne définit pas une fonction car a un 2 > 0 il correspond
deux valeurs de y.

Bien entendu d’autres variables que x ou y peuvent étre utilisées.

Pour représenter ou définir une fonction f plusieurs notations seront utilisées :
si EXPR(z) représente une expression dépendant a priori de x (dans 'exemple ci-
dessus il s’agit de I'expression #:2) et définie quel que soit 2 dans I'ensemble A, pour
représenter la fonction f qui & chaque « dans A associe le nombre y = EXPR(z), on
utilisera souvent les notations suivantes

h:zeA— y=EXPRrR(z),

ou
h(z) :== EXPR(x) avecz € A

49
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ou encore
y = EXPR(z) avecz € A .

Souvent ’ensemble de définition est pris le “plus grand” possible pour que I’expression
EXPR(z) soit définie, aussi souvent on ne précise pas au préalable 'ensemble de
définition. Alors la fonction est simplement définie par une des formes suivantes :

[+ x— y=EXPR(2) f(x) := ExpPr(2) y = EXPR(x)

ou méme parfois, quand aucune ambiguité n’est possible quant aux variables, par la
simple expression
EXPR(z) .

L’essentiel est que la définition soit claire et précise et que, si I’ensemble de défini-
tion n’est pas explicitement précisé, cet ensemble puisse étre déterminé gréace a la
définition donnée.

Ce qui est déterminant lorsqu’on définit une fonction, c¢’est de savoir quels nombres
vont étre pris en considération. Ci-dessus, au lieu de considérer la fonction

fi:zeR—y=2%.
on aurait pu considérer la méme régle sur un ensemble plus restreint, par exemple
sur 'ensemble des entiers, on aurait alors obtenu une fonction f, définie par

foiz€Z—y=2a?.
On aurait également pu considérer la méme régle sur un ensemble plus vaste, les
complexes ou les hyperréels, on aurait ainsi obtenu des fonctions f3, f4 définies par

fs i 2 €Cr—y=2? , fi:ze R—y=2a2.
On dit alors que la fonction fs est la restriction de f; aux entiers et que la fonction f3
est extension de f; aux nombres complexes et fy Pextension de f; aux hyperréels.
En général si A, B sont les ensembles de définition respectivement des fonctions f,
g, si A est une partie de B et si pour tout x dans A on a f(x) = g(z) on dit que f
est la restriction de g a A et que g est une extension de f a B.

On peut également considérer des fonctions de plusieurs variables réelles ou hy-

perréelles. Par exemple
1

r—=y

lx,y) =

définit une fonction réelle [ de deux variables définie pour tout (z,y) tel que = #
y. Mais nous pourrions aussi prendre x, y hyperréels, alors a tout couple (z,y)
d’hyperréels, on associerait le nombre hyperréel ;Ty, nous aurions alors une fonction
hyperréelle de deux variables. De méme

q(x,y,z) = (1‘2 - y)(l‘ + 2'2) )
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permet de définir & la fois une fonction réelle de trois variables (en prenant z,y, z
réels) et aussi une fonction hyperréelle de trois variables (en prenant x,y, z hyper-
réels)

En général, si x1,xo, ..., 2, sont des variables réelles, une fonction réelle f de
n variables associe & (z1, x2, ..., x,) un et seul réel y = f(x1,x2,...,2,). De méme,
si x1,x2,...,2, sont des variables hyperréelles, une fonction hyperréelle f de n
variables associe & (21,2, ...,2,) un et seul hyperréel y = f(z1,z2,...,z,). Ainsi
une fonction d’une ou plusieurs variables est dite réelle, respectivement hyperréelle,
si ces variables et valeurs sont réelles, respectivement hyperréelles.

3.2 Premiers pas avec la dérivée

Considérons un mobile animé d’un mouvement rectiligne. Notons ¢ le temps et sur
la droite orientée sur laquelle se déplace le mobile fixons une origine et représentons
par e(t) la mesure du segment orienté allant de lorigine a la position du mobile a
Iinstant t. Soient tg et tg + At deux instants fixés, la vitesse moyenne du mobile
entre to et tg + At est le rapport

e(to + At) — e(to)
At '

Pour approcher la vitesse instantanée en ¢y (ce qu’on appelle simplement la vitesse a
Pinstant tg ), dés le 17¢ siécle, on considére le rapport (3.1) pour des variations At in-
finiment petites non nulles. Cet exemple essentiel auquel on doit associer I. Newton !
et les débuts de la Mécanique, est aussi une des sources de I’Analyse infinitésimale.
Pour une bonne part, ce sont les mémes savants qui durant ce siécle vont développer
les bases de la Physique “moderne” et créer I’Analyse mathématique.

(3.1)

Plus généralement et trés fréquemment, étant donnée une fonction z — y = f(x)
on doit comparer la variation Az de la variable indépendante x et la variation Ay de
la variable dépendante y . Pour comparer ces deux variations on considére la fraction
de la variation Ay sur la variation Ax, cette fraction % est appelée le quotient
différentiel, il dépend évidemment de Ax et de la position initiale x de la variable.
Trés souvent, notamment au niveau de nombreuses applications, on est amené &
effectuer cette comparaison pour des variations Ax infiniment petites.

Envisageons deux exemples simples. Considérons d’abord la fonction z +— y = 2™
ol m est un naturel > 1 fixé. Soient z¢ réel et Az un infiniment petit # 0. Une
variation Az de la variable z au départ de xg induit une variation Ay de la variable
y donnée par

Ay = (zo + Ax)™ —af" .
En utilisant la Formule du binéme de Newton, le quotient différentiel de ™ en xq

s’écrit

Ay xo + Az)™ — ay’ 1 — — i — -
A_x:(o A:)E o :A—xZCfnxo k(Ax)k:ZC’fnxo F(Az)Ft
k=1 k=1

1. méme si celui-ci n’utilise pas le langage infinitésimal.
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Si on s’arréte 1a le quotient différentiel dépend de Ax. Mais pour chaque k > 2, le
terme CF xg‘_k(Ax)k_l est infiniment petit. Il s’ensuit
(xo + Ax)™ — a[?
Az

~ 1l m—=1 __ m—1
~Chxy =mxy

ainsi les fluctuations du quotient différentiel sont toutes infiniment proches entre
elles. Dés lors pour tirer des conclusions intrinséques on prend la partie standard du
quotient différentiel, autrement dit

Ax)™m — pm
St<(IO+ Axi' %):mxg‘_l,

cette expression est maintenant indépendante de Az, elle est le quotient différentiel
observé dans les réels, c’est la dérivée de la fonction x — 2™ en zq .

Envisageons maintenant la fonction z — y = 1/x en prenant z réel # 0. Le
quotient différentiel s’écrit

1 1
Ay _ mo+Az  x0 -1

Ax Ax — xo(wo + Ax)

de nouveau on remarque que le quotient différentiel fluctue, mais puisque

" -1 -1
i (xo(xo —|—A:13)) - 2?

ces fluctuations sont infiniment petites et on obtient la dérivée en prenant encore

la partie standard du quotient différentiel, la dérivée de la fonction x — 1/x en xg

vaut donc —1/z3.

Nous pourrions de la méme fagon chercher la dérivée des fonctions polynoémes et
méme de toute fonction rationnelle car toute fonction rationnelle s’exprime comme
une fraction de deux polynomes. En effet les nombres hyperréels formant un corps
ordonné, toute fonction réelle définie au moyen d’une expression rationnelle (c¢’est-
a-dire une expression ne faisant intervenir que des sommes, soustractions, produits
et fractions) s’étend naturellement en une fonction hyperréelle définie au moyen de
la méme expression.

Mais qu’en est-il de fonctions réelles faisant appel a d’autres constructions, par
exemple qu’en est-il de x — y = sinx, ou plus simplement encore de x — y = /x ?
Peut-on considérer le sinus d’'un hyperréel non réel, la racine carrée d’un hyperréel
quelconque positif 7 Cela est indispensable pour dériver sin z, \/x . .. C’est ici qu’on a
besoin du Principe de transfert qui va traiter précisément de I’extension des fonctions
réelles en fonctions hyperréelles.

Au chapitre suivant, on va formuler et expliquer ce Principe de transfert. Aprés
nous pourrons continuer & dériver, notamment /7 et sin .



Chapitre 4

Principe de Transfert

Avant de formuler le Principe de transfert, il faut préciser certaines régles d’écri-
ture concernant les formules que nous pourrons utiliser avec cette régle.

4.1 Formules et systémes standard

Soient x, y, u, v des variables variant parmi des nombres, soient a, b des constantes
représentant des nombres et f une fonction réelle ou hyperréelle d’une variable. On
peut considérer les expressions

x
x4y, a-x, —,sinz, f(x), (4.1)
Y
en remplacant ci-dessus x par u?, y par cosv on obtient de nouvelles expressions :

2
u )
u? +cosv, a-u?, g sin(u?) , f(cosv) , (4.2)

en remplacant ci-dessus u et v par exemple par x + v et 22z on obtiendra encore
de nouvelles expressions et ainsi de suite. Les expressions qu’on vient de rencontrer
seront dorénavant appelées des expressions numeériques, elles répondent en fait a
une construction itérative bien précise que voici :
— toute variable ou constante numérique est une expression nNUMETIqUE ;
— i ty, to sont des expressions numériques, alors
31
litta, t1—t2, t1-ta, —
to
sont également des erpressions numeériques ;
— si f est une fonction réelle ou hyperréelle d’une variable et sit est une expres-
ston numérique, alors f(t) est une expression numérique ; plus généralement

st g(x1,...,x,) est une fonction réelle ou hyperréelle de n variables et si ty,
., tn, sont des expression numériques, alors g(ti1,...,t,) est une expression
nUMErique.
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Ainsi voici des expressions numériques :
3, m,sin5, 2 +2x—1, |z —y|, arcsin(2z — y) .

Trés souvent, dans les réels ou les hyperréels, on est amené a comparer des
nombres, donc aussi a comparer des expressions numériques. La proposition résultant
de la comparaison de deux expressions numériques s’appelle une formule atomique,
plus précisément

une formule atomique est une proposition d’une des formes suivantes

ty =12, t1 <to,ty <to, Ty 212,81 >t (4.3)

ol t1 et to sont des expressions numMEriques.

Il est important de préciser quand une formule atomique est vraie. La régle est

la suivante :
pour qu’une formule atomique de la forme (4.3) soit vraie pour des valeurs
accordées aux variables intervenant dans ty et ta, il faut d’abord que les deux
expressions numeériques ty, to soient toutes deux définies pour les valeurs des
variables envisagées, s’il en est ainsi il faut ensuite que les valeurs prises par
t1 et to vérifient I’égalité ou l'inégalité considérée.

Ainsi la formule z > 2y + 3 est vraie pour x = 10 et y = 2 et elle est fausse
pour x = 4 et y = 1. Mais aussi, la formule % = % est vraie si et seulement si
x # 0. De méme les solutions de arcsinx = arcsinz sont exactement les nombres
réels faisant partie de I'intervalle [—1, 1]. On dispose dés lors d’un moyen trés simple
pour exprimer au moyen d’une seule formule atomique le fait qu’une fonction soit
définie :

si f est une fonction d’une variable, les solutions de f(x) = f(x) sont exac-
tement les nombres x pour lesquels f(x) est définie.

Parfois on est amené a nier une formule atomique, par exemple & affirmer x # 0.
Pour cela on utilise les notations suivantes :

ty#ta, by £ta, t1 Fta, ty Lta, t1 £t

qui représentent respectivement les négations de t1 = to, t1 < to, t1 > o, t1 < to,
t1 > to. La négation d'une formule atomique est vraie lorsque la formule atomique
correspondante est fausse. Par conséquent, si une des expressions t1, to n’est pas
définie, les formules t1 # to, t1 £ to, t1 # to, t1 % to, t1 # to sont d’office vérifiées.
Ainsi la proposition 1/ # /x est vraie si et seulement si \/x = /7 est fausse ¢’est-
a-dire si et seulement si x < 0. Pour ce qui concerne la vérification d’une formule,
on traite donc différemment les formules atomiques et les négations de ces formules.

Complétons la notion de formule :
une formule standard est une formule atomique ou une négation de formule
atomique telle que toutes les constantes et toutes les fonctions intervenant
dans cette proposition soient réelles.
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Par exemple si a est une constante réelle et si f est une fonction réelle,
r=2,2<1,z+2y=2a,sin(z)<cos(x+a), z£3y+a, flx+7)#2

sont des formules standard. Par contre, si £ est un infiniment petit fixé (et donc
traité comme une constante), la formule z < ¢ n’est pas une formule standard.

Evidemment de nombreuses fonctions réelles peuvent se définir au moyen d’une
seule formule standard : par exemple la fonction f définie par f(x) := 2z + 3
est complétement caractérisée par la formule standard f(z) = +/2z + 3. Mais tout
dépend aussi des moyens qu’on se donne pour définir une fonction, ainsi si on veut
définir la fonction z — y = /x sans utiliser de racine carrée, deux formules standard
sont nécessaires, a savoir

Y =zety>0;
de la méme fagon pour définir la fonction x +— y = arcsin(x) trois formules standard
sont nécessaires :
iny = Ty
siny = x et 27y72.

Ainsi, souvent des propositions s’expriment en affirmant que plusieurs formules
standard sont simultanément vérifiées ; on utilise alors ce qu’on appelle ici un systéme
standard :

un systéme standard est une collection finie de formules standard.

Dans un systéme standard, toutes les constantes et toutes les fonctions rencontrées
doivent donc étre réelles. Remarquons qu’une seule formule standard constitue & elle
seule un systéme standard.

Par exemple, si a, b sont des constantes réelles et si f est une fonction réelle, les

systémes
a<z<b r<2y+1
f(x) > sin(mx) ’ x#3
sont standard, mais par contre, si € est un infiniment petit fixé, chacune des formules
r<l+e¢ , x > st(z)

n’est pas un systéme standard, car la premiére de ces formules contient une constante
non réelle, a savoir ¢, et la seconde fait appel & une fonction non réelle a savoir la
fonction “partie standard” x — st(x).

Considérons un systéme standard dont les variables sont x1,...,z,, notons-le
S(x1,...,x,). Pour que ce systéme standard soit vérifié en wuq,...,u, il faut que
chacune des formules standard composant le systéme soit vérifiée quand on y rem-
place x1 par uq,..., x, par u, ; les nombres uq, . .., u, constituent alors une solution
de S(z1,...,@,). Si uy,...,u, sont réels, cette solution est dite réelle, mais plus gé-
néralement les nombres uy, ..., u, peuvent étre hyperréels, la solution est alors dite
hyperréelle.

Considérons deux systémes ayant les mémes variables. Les deux systémes sont
dits équivalents dans R, respectivement dans *RR, lorsqu’ils ont les mémes solutions
réelles, respectivement hyperréelles. Un systéme Si(x1,...,2,) entraine un sys-
téme Sy (z1,...,z,) dans R, respectivement dans *R, lorsque toute solution réelle,
respectivement hyperréelle, de Sy (21, ...,z,) est solution de Sa(z1,...,2,)
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4.2 Principe de transfert

La premiére partie du Principe de transfert va permettre d’étendre toutes les
fonctions réelles en des fonctions hyperréelles mais sans nous préciser pour quels
hyperréels ces fonctions sont définies. Tout systéme standard va ainsi pouvoir étre
interprété dans les hyperréels, dés lors on va pouvoir considérer les solutions de ce
systéme dans les réels mais aussi dans les hyperréels. Une question dés lors se pose :
si deux systémes standard ont les mémes solutions réelles, ont-ils les mémes solutions
hyperréelles 7 C’est précisément a cette question que la seconde partie du Principe
de transfert répond ...et, comme on va le voir, la réponse est “oui”.

Principe de transfert

1. Extension des fonctions réelles
Toute fonction réelle f s’étend en une fonction hyperréelle dont
la restriction aux réels est eractement la fonction réelle initiale.
Cette extension s’appelle ’extension standard de f

2. Conservation de I’équivalence des systémes standard
Si deux systéemes standard sont équivalents dans les réels, alors ils
sont équivalents dans les hyperréels.

Explicitons la premiére de ces deux régles dans le cas d’une fonction réelle f
d’une variable : la fonction réelle f s’étend en une fonction hyperréelle, notée provi-
soirement * f , telle que pour tout réel r Pexpression * f(r) est définie si et seulement
si f(r) Pest, auquel cas *f(r) = f(r). Dés lors il n’y a pas d’ambiguité a représen-
ter cette extension par la méme notation que la fonction f initiale. L’extension
standard de f est donc également notée f.

Mais la premiére partie du Principe de transfert ne dit rien du comportement de
f(x) lorsque = est un hyperréel non réel! C’est grace a la deuxiéme partie que nous
allons voir comment utiliser f(z) pour  hyperréel non réel. Nous allons maintenant
obtenir quelques régles simples concernant 1'utilisation des fonctions réelles dans les
hyperréels. On se limite d’abord aux fonctions réelles d'une variable .

Comment déterminer dans *R quand f(z) est définie ?

Envisageons un premier exemple. L’expression /& est définie dans R lorsque
x > 0, dans les réels le systéme /r = /2 est donc équivalent au systéme z > 0, il
en est donc de méme dans *R et donc /z est défini dans les hyperréels exactement
lorsque = > 0.

Envisageons un second exemple, celui de la fonction arcsinus : dans R le systéme
arcsinz = arcsinzx est équivalent au systéme —1 < x < 1, il en est donc de méme
dans *R, I'expression arcsinz est donc définie pour tout hyperréel = tel que —1 <
xr <1 et seulement alors.

1. on envisage les fonctions réelles de plusieurs variables au chapitre 8.
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Ces exemples se généralisent aisément : supposons que I’ensemble de définition de
f dans R soit formé des réels vérifiant un systéme standard S(z), alors les systémes
standard f(z) = f(x) et S(z) sont équivalents dans R, il en est donc de méme dans
les hyperréels d’out f(x) est définie dans *R exactement pour les hyperréels vérifiant
S(z). En conclusion :

Si f est une fonction réelle d’une variable dont l’ensemble de définition
dans R est formé par les réels x vérifiant un systéme standard S(z), alors
l’ensemble de définition de l’extension standard de f est l’ensemble des
hyperréels vérifiant le méme systéme.

En particulier

si la fonction réelle [ est définie partout dans R, alors son extension
standard est définie dans *R tout entier,

en effet il suffit alors de dire que f(z) = f(z) est équivalent au systéme x = x. Par
exemple les fonctions sin, cos, arctg sont maintenant définies dans *R tout entier.

Comment calculer f(z) pour = hyperréel ?

Comme on va le voir, les valeurs s’obtiennent dans les hyperréels au moyen des
mémes formules que dans les réels pour autant que celles-ci s’expriment au moyen
d’un systéme standard. Envisageons d’abord quelques exemples.

Considérons la racine carrée, on sait déja que y/z est défini pour tout hyperréel
2 > 0. Dans R, si # > 0, on sait que /7 est 'unique nombre > 0 qui élevé au carré
donne z. Montrons qu’il en est de méme dans les hyperréels. En effet y = \/z est
équivalent a

y'=z , y>0

dans R et donc aussi dans *R.
De méme pour arcsinz. Dans R l’équation y = arcsin(z) est équivalent au
systéme standard

T .
§y§§ , x =siny .

no |5

Il en est donc de méme dans *R.
Considérons maintenant une fonction réelle définie par une seule formule ato-

mique, par exemple
1

On sait déja que cette fonction est définie dans R et dans *R moyennant la méme

condition = > —%. Dans les réels le systéme y = f(x) est équivalent au systéme

y = \/ﬁ , il en est donc de méme dans les hyperréels et les valeurs de f(z) se

(4.4)

calculent donc dans les hyperréels également par la formule (4.4). Par exemple, si &
est un infiniment petit > 0, on a

s o=

f(l4+¢e)= 5

1 1
Vi+2e V2e
mais f(—3 — ¢), comme f(—3) ne sont pas définies.

La généralisation de ces exemples est claire :
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Si les valeurs d’une fonction réelle f sont définies ou caractérisées dans
R par un systéme standard, alors les valeurs de l’extension standard de
f se calculent dans *R au moyen du méme systéme.

4.3 Application a la racine carrée

On sait que y = /7 est équivalent a (y> = x et y > 0). Utilisons cela pour

étudier la racine carrée de nombres hyperréels > 0. Soit z > 0. On a

r=+vr-Vr et 0<+7w, (4.5)

alors des propriétés du produit il découle : si x est limité, respectivement infiniment
grand, infiniment petit, appréciable, alors il en est de méme de \/x . Autrement dit :

x>0 1| IP | AP | LIM | IG
NS IP | AP | LIM | IG

Vu (4.5), si = est limité, on doit avoir
st(z) = st(v/z) -st(vo) et 0 <st(vx),

il s’ensuit : si x est limité et > 0, alors
st(vx) = \/st(z) |.

Utilisons cela pour dériver v/« ou plus précisément la fonction x +— y = /x . Soit
2o un réel fixé > 0. Prenons Az infiniment petit # 0. Le quotient différentiel s’écrit

Ay Vo + Ax — /2o

Qp =3~
Az Ax
ce qui donne une nouvelle indétermination %. Levons cette indétermination en

multipliant “haut et bas” par v/xo + Ax + \/zg, on obtient ainsi

QD

1
 Vro+ Az + 10
Puisque st(vzo + Az + /xg) = 24/st(xg) = 2\/x0 # 0, le quotient différentiel est
Iinverse d’un appréciable, il est donc lui-méme appréciable et
1 1

QD) = T o vao) 2

Par conséquent x — /z est dérivable dans ]0, +oo[ et

V) = 5=

Envisageons maintenant le cas ot g = 0. Alors on prend Az infiniment petit > 0,
le quotient différentiel est

E

1
Az vV Az
et est donc infiniment grand et on ne peut plus prendre la partie standard, dés lors
la dérivée de x — /x n’existe pas en 0.
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4.4 Variantes du Principe de transfert

Souvent une fonction réelle jouit dans les réels de propriétés particuliéres. Que
deviennent ces propriétés dans les hyperréels ? Nous allons voir que si ces propriétés
se formulent grace & des systémes standard, elles sont maintenues dans *R .

Envisageons un premier exemple. On sait que pour tous réels z, y on a
sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny , (4.6)
cette équation a donc les mémes solutions dans R que le systéme standard
=T ) Y=y,

il en est donc de méme dans les hyperréels, d’ou la formule classique de trigonométrie
(4.6) est aussi valable dans les hyperréels. Plus généralement, supposons qu’un sys-
téme standard S(z1,...,z,) soit vérifié pour tous réels z1,...,z, , alors ce systéme
est équivalent dans R au systéme

Xr1 =T ge ey Tpn = Tp

il en donc de méme dans les hyperréels d’out :

Si un systéme standard S(x1,...,x,) est vérifié pour tous réels
L1,y Xn , alors le systeme S(x1, ..., xy,) est aussi vérifié pour tous hy-
perréels x1,..., Ty, .

Souvent, pour qu'une propriété soit vérifiée, certaines conditions doivent étre
réalisées, on est alors en présence d’un schéma de la forme “si ..., alors ...”. Envi-
sageons un exemple de ce type. Supposons qu’'une fonction réelle f(x) soit croissante
dans un intervalle [a, b] , autrement dit pour tous réels x, «’ vérifiant a < z < 2’/ <b,
ona f(z) < f(«'). En est-il de méme dans les hyperréels ? Nous allons voir que oui.
Remarquons d’abord que dans les réels le systéme standard a < x < 2’ < b entraine
le systéme standard f(z) < f(a’). Il s’ensuit que les deux systémes standard

fz) < f(2)

a<z<a' <b , )
a<z<a <b

sont équivalents dans R, ils sont donc aussi équivalents dans *R. Ainsi dans les
hyperréels, a < x < 2’ < b entraine également f(z) < f(2’). Nous venons en fait de
transformer une implication en une équivalence, cela peut toujours se faire. En effet
dire qu’un systéme S; entraine un systéme Sy revient a dire que le systéme 57 est
équivalent au systéme obtenu en prenant a la fois les formules de S et de Sy . Par
conséquent la deuxiéme partie du Principe de transfert peut s’étendre comme suit :

Soient S1(x1,...,x,) et Sa(x1,...,x,) deur systemes standard, si dans
les réels Sy(x1,...,xy,) entratne So(x1,...,xy,), alors dans les hyperréels
S1(x1,...,xy) entraine aussi Sa(x1,...,2Ty) .

Le plus souvent c’est cette forme de la Régle de transfert qui sera utilisée.
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4.5 Application aux fonctions trigonométriques

Cherchons maintenant & dériver sinx. Il n’est pas possible de transposer directe-
ment les définitions de sinx et cos x dans les hyperréels, en effet cette définition (qui
fait appel & une construction géométrique) ne peut se formuler au moyen d'un sys-
téme standard, le contenu du dessin correspondant est trop “riche” que pour rentrer
dans un systéeme standard. Aussi, nous allons établir dans les réels les propriétés de
sinx et cosx dont nous aurons besoin, les exprimer au moyen de systémes standard
et ensuite nous appliquerons le Principe de transfert.

C

FIGURE 4.1: Comparaison des aires

Plagons-nous d’abord dans les réels. Prenons z réel tel que 0 < x < 7. Consi-
dérons la figure 4.1 obtenue en tragant un cercle trigonométrique (de rayon 1), nous
avons

Aire du triangle OAB < Aire du secteur circulaire OAB < Aire du triangle OAC .

Rappelons que 'aire d’un secteur circulaire de rayon r et dont la mesure (exprimée

T‘z*Oé

. On obtient ainsi :

en radian dans [0, 27]) de Pangle au centre vaut o vaut
0O<sinz<z<tgz. (4.7)

Ainsi dans R le systéme 0 < z < 7 entraine le systéme (4.7), il en est donc de méme

dans *R. Le systéme (4.7) est donc vérifié pour tout hyperréel x tel que 0 <z < 7.

Prenons ¢ ip non nul. Si € > 0, nous avons donc 0 < sine < ¢, d’ou sin¢ est ip.
Sie <0, —¢estip >0 etsin(e) = —sin(—e), par conséquent sine est encore ip.
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Considérons maintenant cose : on a cos? £ 4 sin® e = 1 d’on, puisque cose > 0,

cose = V1 —sin’e
st(cose) = st(v1 —sin®e) = /1 — st(sine)2 =

Ainsi, si € est infiniment petit, on a sine infiniment petit et st(cose) =1.
Prenons maintenant un réel zg. On a

et donc

sin(zp 4 €) = sinxg cose + coszp sine

d’on st(sin(zg + €)) = sinxzg. On procéderait de la méme fagon pour cos(zg + €).
Ainsi, si xg est un réel et si € est infiniment petit

‘ st(sin(zg +¢)) = sinzy et st(cos(zg +¢€)) = cosxg . ‘

Reprenons la double inégalité (4.7) : si 0 <2 < 7, on a

. sinx
O<sinzx <x<

cos T
et donc .
sin x
cosx < — < 1.
T

Prenons de nouveau ¢ ip > 0, on a donc

sine
cose < — <1
€

et, puisque cose = 1, la fraction

sine ~
—_— X
€

1.Sieestip <0,ona

sin(e) _ sin(—e¢) -~

€ —€
On a ainsi prouvé :

sine

=~ 1 pour tout ¢ infiniment petit # 0 .

On peut maintenant dériver sin z. Soit g un réel et Az un infiniment petit # 0.
Le quotient différentiel est

. . . Ax Az i Az
Qp = Sm@+ Av) —sinwy _ ZeinTyrcos(eo t H) _siny o Awy
Az Az ar 2
(4.8)
On vient de voir
iy Az
sin S~ A
st(—=) =1 et st(cos(xzg + Tx)) = cos I .

2
11 s’ensuit st(QD) = cos zg et la dérivée de sinz en xg vaut cosxo. Ainsi dans R

sin’ z = cosx .

De la méme fagon on prouve cos’ x = —sinx dans R.
On remarque que ci-dessus on a utilisé a plusieurs reprises le Principe de transfert.



62 Chapitre 4. Principe de Transfert

4.6 Définition par cas distincts

Parfois une fonction est définie en envisageant plusieurs cas distincts. Par exemple
considérons la fonction réelle f définie par

fla) = {:i s; x> 2 (4.9)

alors :
— le systéme standard z < 2 entraine dans R le systéme standard f(x) = 22,
— le systéme standard x > 2 entraine dans R le systéme standard f(x) = % ,
il en est donc de méme dans *R d’ou la définition (4.9) se prolonge dans les hyperréels.
On peut étendre cela & plus de deux cas. Formulons par exemple la régle lorsqu’on
a trois cas : soient S1(x), Sa2(x), Ss(z) trois systémes standard mutuellement exclusifs
et fi(z), f2(z), fs(x) trois fonctions réelles, définissons une nouvelle fonction f(x)
réelle en posant
fi(x)  si Si(x) est vérifié,
f(z) =< falz) siSo(z) est veérifié, (4.10)
fa(x) siSs(x) est vérifie,

Cette fonction réelle s’étend donc en une fonction hyperréelle et dans les hyperréels
la définition ci-dessus (4.10) est valable pour tout hyperrréel x. En effet dans R le
systéme S;(z) entraine f(z) = fi(z), il en est donc de méme dans *R, de méme
pour Sa(x) et Ss(x).

4.7 Intervalles dans *R

Soient a, bréels et a < b. L’intervalle [a, b] ne contient que des nombres réels : ¢’est
I’ensemble des réels vérifiant ¢ < z < b. On peut également considérer ’ensemble
des solutions de ce systéme dans *R, cet ensemble est noté *[a,b] . On peut faire de
méme pour les autres types d’intervalles de R, par exemple Ja, +00[ est ensemble
des solutions réelles de a < x et *]a, +oo[ représente donc 'ensemble des hyperréels
tels que a < . Ainsi tout intervalle I de R s’étend en un intervalle *I de *R.
Remarquons :

1. La proposition = € [ se traduit par un systéme standard formé d’une ou
deux inégalités et dans *R la proposition x € *I se traduit par le méme
systéme standard, par conséquent dans un systéme standard on peut inclure
une formule de la forme x € I a condition de linterpréter dans les hyperréels
par x € *I.

2. Si une fonction réelle est définie dans un intervalle I de R, alors son extension
aux hyperréels est définie dans *T .

3. L’intervalle *I contient toutes les monades des réels se trouvant a 'intérieur
de I, pour ce qui est des extrémités plusieurs cas se présentent, par exemple :
— si ] =a,..., tous les = tels que z ~ a et © > a sont dans *I,

— si I =]a,..., tous les x tels que = = a et © > a sont dans *T,
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— si I =] —o0,..., tous les infiniment grands négatifs sont dans *I .
— si [ =...,b], tous les z tels que x ~ b et 2 < b sont dans *I ;
— si [ =...,b[, tous les z tels que x ~ b et 2 < b sont dans *I ;
— si [ = ..., 400, tous les infiniment grands positifs sont dans *T .

Sur la figure 4.2 on a représenté *[a, b|.

FIGURE 4.2: Représentation en hachuré de *[a, b] .

La notation *I s’étend a d’autres intervalles de *R. En effet, si u, v sont des
hyperréels tels que u < v, on définit les intervalles de *R d’extrémités u, v comme on
le faisait dans les réels mais en considérant comme éléments des nombres hyperréels,
par exemple

luyv] ={z : x€"Retu <z <wv}.

Si u, v sont réels on retrouve ainsi les intervalles considérés plus haut. Ainsi on
distingue les intervalles de *R des intervalles de R en utilisant une * .

4.8 Précautions & prendre en utilisant le Principe
de transfert

On vient de se rendre compte de la force du Principe de transfert et cela se
confirmera par la suite. Remarquons qu’une telle régle n’existe pas entre les diverses
sortes de nombres rencontrés auparavant, ainsi

— entre naturels et entiers : les deux systémes

S(xz) :x=0 , S'(z): z<0

sont équivalents dans N mais pas dans Z ;
— entre entiers et rationnels : les systémes

S(z) :x=0 , S'(x) :0<z<1
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sont équivalents dans Z mais pas dans Q ;
— entre rationnels et réels : les systémes

S(x) :2*=2 S'(z) cx#ax

sont équivalents dans Q mais pas dans R ;
— entre réels et complexes : les systémes

S(x) 2% =-1 , S'(z): z#x

sont équivalents dans R mais pas dans C.
Cela nous laisse déja a penser que les “ressemblances” entre réels et hyperréels sont
d’une autre nature que celles pouvant exister entre les nombres rencontrés précé-
demment.

Il faut aussi remarquer que le Principe de transfert ne s’applique qu’a
des systémes standard. Ainsi on trouve facilement des systémes d’équations ou
d’inéquations équivalents dans les réels et non équivalents dans les hyperréels. Voici
deux exemples.

Soit € un infiniment petit > 0 fixé. Considérons les formules :

S(x): z=0 , S'(z): |z|<e S"(z): st(xz)=0.

S(x) et S'(x) sont équivalents dans R mais ne sont pas équivalents dans *R; cela
ne contredit nullement le Principe de transfert puisque S’(z) n’est pas un systéme
standard du fait qu’il contient la constante non réelle €. De méme S(z) et S”(z)
sont équivalents dans R et non équivalents dans *R. De nouveau cela ne contredit
pas le Principe de transfert puisque S”(x) n’est pas un systéme standard puisqu’il
fait appel a la fonction  — st(x) qui ne peut étre considérée comme ’extension
standard d’une fonction réelle.

Par conséquent, quand on applique le Principe de transfert, on doit étre
attentif a ce que les constantes rencontrées dans les systémes représentent
des réels et que les fonctions utilisées soient des extensions standard de
fonctions réelles. En particulier, on ne peut rencontrer dans les systémes ni la
fonction “partie standard” st, ni la relation “infiniment proche” .

4.9 Exercices

1. Prouvez que l'extension standard d’une fonction réelle
- paire (impaire) est paire (impaire)
- périodique de période T est une fonction périodique de méme période.
2. Prouvez
(a) tg(arctg(x) = x dans *R,
(b) arctg(tg(x)) =« dans | — 7/2,7/2],
3. Au moyen d’un exemple montrer qu’on ne peut appliquer le Principe de trans-
fert & des systémes faisant appel a la relation ~.



Chapitre 5

Dérivées et continuité

On a déja introduit la notion de dérivée et cherché quelques dérivées classiques.
Nous allons maintenant préciser la définition de la dérivée et obtenir les régles de
dérivation usuelles. Nous allons aussi introduire la notion essentielle de continuité.
Enfin, nous verrons les notions de limites qui sont en fait des abréviations de situa-
tions déja observées dans *R.

Dans ce chapitre f, g représentent des fonctions réelles d’une variable.

5.1 Définition de la dérivée

Considérons la fonction réelle f : x — y = f(x) et soit 2 la position initiale de
la variable z, le nombre xg est un nombre réel. Supposons que f(z) soit au moins
définie dans un intervalle [xq, zo + h] ou [xo — h, xo] ol h est un réel > 0.

On représente la variation de la variable z par une nouvelle variable Az . Si f(x)
est définie des deux cotés de xp, on prend Az # 0, si f(z) est seulement définie a
droite, on prend Az > 0 et si f(x) est seulement définie & gauche de zp, on prend
Az < 0. La variation Az induit une variation Ay = f(zo + Az) — f(z) de la
variable y. On compare les variations Ay et Ax au moyen du quotient différentiel
(noté QD) :

%:f@o*'Af)—f(ﬂCo).

D=

@ Az Az

L’idée est d’effectuer cette comparaison pour des variations Az en valeur absolue
trés petites, ...de plus en plus petites. Pour rencontrer cela on considére des Ax

infiniment petits non nuls. De la sorte on obtient une expression qui en général dé-
pend de Az et souvent fluctue d’une quantité infiniment petite suivant les variations
de Az, on veut dés lors gommer ces variations infiniment petites du quotient diffé-
rentiel, et pour ce faire on prend la partie standard du quotient différentiel. De la
sorte le résultat de la comparaison est un nombre réel. Bien entendu cela nécessite
que la partie standard existe, autrement dit que le quotient différentiel soit limité.
De 14 découle la définition de la dérivée :

Définition. Soit xg un réel et f(x) définie au moins dans un intervalle [xo, xo + h)
ou [xg — h,x0] ot h est un réel > 0. Alors f (ou f(x)) est dérivable en xy lorsque

65
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pour tout Az infiniment petit non nul tel que f(xo + Ax) soit définie, le quotient

différentiel

Ay f(wo + Az) — f(z0)

Az Ax
est limité et a sa partie standard indépendante de Ax ; dans ces conditions la dérivée
de f en xq, notée f'(x), est le nombre réel donné par

f(@) = st(%) - <f<fvo + AA? - f(xo)>

Le plus souvent lorsqu’on prend la dérivée en xg la fonction f est définie des
deux cotés de zg, alors la condition ci-dessus selon laquelle f(z¢ + Ax) est définie,
est d’office vérifiée et donc superflue.

On comprend dés maintenant que

(5.1)

les dérivées vont étre ['outil de base pour comparer des variations de
grandeurs liées entre elles.

Ainsi en reprenant I’exemple de la page 51, on peut dire que la vitesse du point
mobile en ty est €'(typ). De méme considérons une population (d’étres vivants, de
bactéries,... ) dont Ueffectif varie dans le temps, notons n(t) le nombre d’individus
de cette population & l'instant ¢. De nouveau soit At une variation de temps. Le
taux de croissance moyen entre tg et tg + At est le rapport

n(to + At) — n(to)
At '

(5.2)
Pour estimer le taux de croissance instantané en tg, on considére une variation At
infiniment petite # 0 et on prend la partie standard de (5.2), autrement dit le taux

de croissance instantané en o est n’(to).

Envisageons l’exemple suivant :

2?2 siz<1
h = . 5.3
(z) {x siz>1 ( )

On sait déja que h est dérivable en tout réel < 1 et en tout réel > 1. Envisageons
maintenant la situation en 1. Soit Az un infiniment petit # 0, on obtient

h(1+ Az) —h(1)  [OF827=L _ 94 Ay siAz <0,
Az %z?ﬁ—i&Aw—l—AwQ si Az >0,

d’ott la partie standard du quotient différentiel vaut 2 ou 3 suivant que Ax est < 0
ou > 0, la fonction h n’est donc pas dérivable en 1. Dans un cas pareil on utilise la
dérivée a droite et de dérivée a gauche :

lorsqu’on considére la dérivée a droite, (resp. a gauche), dans la définition vue plus
haut et dans la formule (5.1), on se limite & prendre des Ax infiniment petits > 0
(resp. < 0).
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Ainsi la dérivée a gauche de h en 1 vaut 2 et la dérivée a droite de h en 1 vaut 3.
On considére aussi la fonction dérivée f', notée aussi 9- (notation due & Leibniz)
ou encore Df . L’idée est simple : c’est la fonction obtenue en faisant varier le réel
xo partout o la dérivée existe, autrement dit [’ :  — f/(x) ou « remplace zy dans
(5.1). Il faut étre précis lorsqu’on se limite & un intervalle I de R, par définition :

f est dérivable dans I lorsque
— en chaque xy se trowvant a Uintérieur de I, la fonction f est dérivable en xg,
— si I =|a,..., la dérivée a droite de [ en a existe,
— si I =...,b], la dérivée a gauche de [ en b existe.

En se rappelant les dérivées calculées dés le chapitre 3 et au chapitre 4, nous
avons :

e si m est un naturel > 1, alors o™ est dérivable dans R et (z™) =
mxm—l .

o L est dérivable dans] — 00,0] et dans]0,+oo[ et (2) =—L ;

1

e /x est dérivable dans |0, +oof ot (V) = —= ;
v 0.-+00] 01 (V) = 5=

e sinz, cosz sont dérivables dans R et sin’(x) = cosz et cos’z =
—sinz.

Revenons a l'exemple 5.3 ci-dessus : h n’est pas dérivable en 1 mais
K (x) = 3z dans [1, +oo],
h'(x) = 2z dans | — 0o, 1] et aussi dans | — 0o, 1].

Exemple 5.1. En utilisant la définition de la dérivée, cherchons (m)’
Résolution. Les racines de 2 + 4z + 3 sont —1 et —3. Prenons x( réel différent de
—1 et —3. Soit Az ip # 0. Le quotient différentiel s’écrit :
1 _ 1

(xo+Az)2+4(zo+Az)+3 a:g+4a:o+3

Az

—2xg — 4 — Ax
((zo + Az)? + 4(zo + Az) + 3) (2 + 420 + 3)

QD =

Remarquons
st(dénominateur) = st(((zo+Az)*+4(zo+Az)+3) (v5+4w0+3)) = (v5+4w0+3)? # 0

puisque zg # —1 et zg # —3. Le dénominateur du QD est donc appréciable, d’ou le
QD est de la forme Y2 le QD est donc limité et

ap

St(QD) _ St(—QIO —4 — AJ,‘) B —2560 4
 st(((wo + Az)? + d(wo + Az) +3)(2f +dxo +3)) (25 + 4z +3)?
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Remarquons finalement que st(QD) est indépendant de Az. En conclusion la dérivée

. —2x9—4 . . . .
existe en xg et vaut @ F 420137 - En faisant varier zy, on obtient :
1 —2x—4

( ) =

dans | — 0o, —3[U] — 3, —1[U] — 1, +o0] .

22 +4x 43 (22 + 42 + 3)?

Exemple 5.2. Dérivons V1 — 22 en utilisant la définition.

Résolution. La fonction considérée est définie dans [—1,1]. Prenons xg réel dans
[—1,1] et soit Az ip # 0. Le quotient différentiel s’écrit

V1= (v0 + Az)2 — /1 — 22
Az
-+ Aw) - ()
Az (/1= (zo + Ax)? + /1 — 22)
_ —2$0—AZE
V1= (v0 + Az)2 + /1 — 22

QD =

Nous avons

st(dénominateur) = st(y/1 — (zo + Az)? + /1 —23) = 24/1 — 23 . (5.4)

Deux cas se présentent :

1. Si g est dans | — 1,1[, I'expression (5.4) # 0, le QD est de la forme lé—’;l, le
QD est donc limité et

. _ st(—2xz9 — Ax) __—%o
H@D) st(v/1— (zo + Ax)2 +/1—-23) /1-a3’

st(QD) est indépendant de Az, par conséquent la dérivée existe en x( et vaut
a0
1/ l—x[z) ’
2. Si kg = £1, le numérateur du QD, c-a-d —2x9 — Az, est ap et, vu (5.4), le
dénominateur correspondant est ip; le @D est donc de la forme % est est

donc ig, par conséquent la fonction n’est pas dérivable en +1.

En conclusion

(V1 - 22) = \/% dans | — 1,1[.

5.2 Exercices

En utilisant la définition de la dérivée, cherchez la dérivée des fonctions définies
ci-dessous. Indiquez I'ensemble dans lequel la dérivée existe. Justifiez soigneusement
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sur base des propriétés des hyperréels.

1 1
2z + 1 2+ 1
3r+1 1

2 -9 V1422

5.3 Théoréme des accroissements infinitésimaux

Supposons f dérivable en xg et Az infiniment petit # 0 tel que f(zo + Ax) soit
définie. Vu la définition de la dérivée, il existe un infiniment petit ¢ tel que

flzo+ Az) — f(xo)

Az :f/(.’L'O)+E,

il s’ensuit

flao + Az) = f(zo) = Az - f'(x0) + Az - e .
On vient ainsi de prouver :
Théoréme 14 (Accroissements infinitésimaux, 1°*¢ partie).

Soit f dérivable en un réel xg. Pour tout Az infiniment petit (tel que f(zo + Ax)
soit définie), il existe un infiniment petit € tel que

‘f(onrAfU)—f(CUO)=f’($0)'Ax+5'Ax‘

Ce résultat, trés simple, est essentiel, on se rendra rapidement compte de son
intérét, on en verra plus tard une seconde et une troisiéme partie.

5.4 Continuité

A plusieurs reprises, on a remarqué la méme chose :
soit xp un réel et x =~ x, alors
— si m un naturel # 0, on a st(z™) = (st(z))™ don 2™ = z{" ;
— si g # 0, le nombre x est appréciable et donc st(1) = ﬁ d'on 1 ~ % :
— si wg,x >0, on a st(y/z) = /st(z) d’ou \/x ~ /T ;
— sinx &~ sinxg et cosx ~ cosxg .
Pour représenter cela on introduit la notion de continuité :

Définition. Soit I un intervalle de R . La fonction f (ou f(x)) est continue dans
I lorsque la fonction [ est définie dans I et lorsque pour tout réel xo dans I et tout
x dans *1I

x &~ xo entraine f(x) =~ f(xo) . (5.5)
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La condition ci-dessus revient a dire que pour tout z limité dans *I tel que st(x)
est dans I, on a st(f(z)) = f(st(x)).
Des exemples envisagés plus haut il découle :

e sim est un naturel, x™ est continu dans R ;
o L est continu dans ] — 00,0[ et dans ]0, +oo] ;
e \/x est continue dans [0, +00[ ;

e sinxz, cosx sont continus dans R .

Parfois on s’intéresse a ce qui se passe plus particuliérement en un réel zg, on
parle alors de continuité en xg : la fonction f est continue en un réel xo lorsque
f est définie en xo et lorsque pour toult x ~ xz¢ tel que f(x) soit définie, on a

f(@) = f(xo) -

Une premiére question se pose : quels sont les liens entre continuité et dérivabi-
lité ? Utilisons le Théoréme des accroissements infinitésimaux : si f est dérivable en
un réel zg et si x & xg, il existe ¢ ip tel que

f@) = f(wo) = (z — o) f'(x0) + (& — w0) €

d’ou il découle f(x) =~ f(xo), ainsi :

‘ si f est dérivable en xg, alors f est continue en xg . ‘

Mais la réciproque n’est pas vraie, ainsi on sait déja que /x est continue en
0 alors que /7 n’est pas dérivable en 0. Voyons qu’il en est de méme pour /z.
Pour pouvoir traiter dés maintenant de /z, admettons que tout nombre réel a une
racine cubique (ce sera une conséquence du Théoréme des valeurs intermédiaires vu
au chapitre 10), il s’ensuit :

— ¥/ est défini pour tout réel x et donc aussi pour tout hyperréel x ,

— 2 = (y/x)? pour tout réel z et donc aussi pour tout hyperréel .
Dés lors, en procédant comme on I'a fait pour la racine carrée (page 58) on déduit :

stz est ip, ap, ig, il en est de méme de /x et, si x est limité, on a

st(¢x) = st(x) .

Il s’ensuit que /7 est continue dans R, en effet si zy est un réel et si x &~ xy on a
st(Jx) = {/st(z) = /oo . Dérivons . Soient xy un réel et Az ip # 0, le quotient
différentiel s’écrit

S/xo-l-AI—\?’/%_ 1 (56)

Ax (Vxo + Ax)? 4+ xo + Az zo + (/20)?

La partie standard du dénominateur de cette fraction vaut 3(&zg)%. Si ¢ est un
réel non nul, le dénominateur de (5.6) est donc appréciable, le quotient différentiel
est donc l'inverse d'un appréciable, il est donc appréciable et

Vro + Ax — Iz 1 1

Ax )= st((Vzo + Ax)2 + ¥xo + Az yxo + (¢70)2)  3(¥70)?

st (
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Prenons maintenant xy = 0, le quotient différentiel s’écrit

VAz 1
Ar — (VAxy?

et est donc infiniment grand! La dérivée n’existe donc pas en 0. En conclusion :

Jx est dérivable dans Ry, n’est pas dérivable en 0, alors que /x est continue dans
R tout entier; de plus dans Ry

(V) = 5ot

Voici donc un second exemple d’une fonction continue en un réel et non dérivable
en ce réel. Un autre exemple de ce type est donné par |z|, en effet puisque, pour
tout u limité on a st(Ju|) = |st(u)], la fonction |x| est continue dans R. Dérivons
maintenant |z| : bien entendu on a |z|" = 1 dans |0, +oo[ et 2|’ = —1 dans | — 00, 0].
Mais en 0 le quotient différentiel est

|Az| 1 si Az >0

Az -1 siAx<0,

la partie standard ne change rien et varie suivant le signe de Az, par conséquent |z|
n’est pas dérivable en 0.

On vient de remarquer que la continuité d’une fonction en un réel n’entraine pas
la dérivabilité de la fonction en ce point, soit que le quotient différentiel soit limité
mais que sa partie standard dépende du choix de l'infiniment petit Az, soit - plus
grave encore - que le quotient différentiel soit infiniment grand.

On aimerait pouvoir dire qu’une fonction définie en un réel est toujours continue
en ce réel, mais il n’en est pas ainsi. Par exemple considérons la fonction g définie

par
r—1 siz<2

T) = 5.7

g() {x—l—l siz>2, ( )

Cette fonction est continue dans ] — 0o, 2[ et dans [2,+oo[ car dans ces intervalles

on a g(z) respectivement égal a  — 1, 2 + 1, le probléme se pose en 2 : si x ~ 2 et
r<2o0na

st(g(z)) =st(l —z) =1#g(2) =3

d’on g(x) % g(2), la fonction g n’est donc pas continue en 2. Ainsi

une fonction peut étre définie en un réel et non continue en ce réel.
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5.5 Reégles de dérivation et de continuité

Somme, produit et fraction

Soient f, g continues dans un intervalle I et A une constante réelle.
Alors

A-f(x), flx) +g(@), fx)-g(x), [f(2)]

sont continues dans I. Si g(x) # 0 dans I, alors f(x)/g(x) est aussi
continue dans I .

Envisageons par exemple le cas du quotient. Soient g € I, x € *I et x &~ x¢, alors
f(z) = f(xo) et g(z) =~ g(zo) # 0, les valeurs f(x), g(x) sont donc respectivement
limitées, appréciables, la fraction ; gg est donc limitée et
f(@), _ st(f@) _ f(zo)

st(g(x))  g(wo)

st(

Envisageons maintenant les dérivées.

Soient f(x), g(x) dérivables dans un intervalle I de R et A une constante
réelle. Alors dans I, on a

Af(@) =Af'(x) , (f(z)+g(2) = f'(z)+g'(z)
(f(z)-g(x)) = f(z) g(z) + f(z) ¢ (2).
De plus si g(x) # 0 pour tout x € I, alors dans T

f(x)

o@)) =

(

Prouvons la régle concernant la dérivée de f(z)/g(x). Soient xg € I et Az un ip
# 0 tel que xp + Az soit dans *I. La fonction g est continue en xg, d’ott

st(g(zo + Az)) = g(xo) # 0. (5.8)
Le quotient différentiel s’écrit :

f(zo + Az) - g(wo) — f(20) - g(0 + Ax)
Az - g(zo + Azx) - g(zo)

Vu le Théoréme des accroissements infinitésimaux, il existe des ip €1, €5 tels que

flzo+Az) — f(xo) = f(wo)Ax+e1Ax et g(zo+Ax)—g(xo) = ¢'(x0)Ax+e2Az .

QD =

(5.9)

En remplacant dans (5.9) on obtient
(f(@o) + f'(w0)Az + e1Az) - g(x0) — f(0) - (9(w0) + ¢'(¥0)Az + e2Az)
Az - g(xo + Az) - g(x0)
J'(z0)g(wo) — f(x0)g'(x0) + €1 - g(w0) — 2 - f(w0)
g(zo + Az) - g(x0)

QD =
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Vu (5.8), le quotient différentiel est le rapport d’un limité sur un appréciable, il est
donc limité et

st(f'(zo)g(zo) — f(w0)g' (o) + €1 - g(x0) — €2 - f(20))
st(g9(zo + Az) - g(wo))
f'(x0) - g(x0) — f(20) - g'(20)
g%(o)

stH(QD)

b

ce qui est bien indépendant de Az, la régle est ainsi prouvée.

En appliquant ces résultats aux puissances ™ et & sinx, cosz, on obtient :

1. Tout polynéome est dérivable dans R et toute fonction rationnelle est dérivable
dans R excepté auz racines de son dénominateur. On remarque encore que,
si m est un naturel > 1, on a dans R

(x—m)/ _ _mx—m—l ;

la formule déja vue pour les exposants m entiers > 1, est aussi valable dans
Rp pour les exposants entiers < 0 .

2. tgx est dérivable dans chaque intervalle | — 5 + 2km, 5 + 2kn[ (k entier) et

1

tg'(x) = o) 1+ tg?(x) .

cotg x est dérivable dans chaque intervalle |km, (k+ 1)w| (k entier) et

cotg'(x) =

Fonction composée

Etant données deux fonctions f et g, on peut appliquer successivement ces deux
fonctions : si on applique g et ensuite f, on obtient la fonction composée de g et
de f définie par

z— f(g(x)) ,

(cette fonction est aussi notée f(g) ou fog).

st g(x) est continue dans un intervalle I de R, si f(y) est continue dans
un intervalle J de R et si g(x) € J quelque soit x € I, alors f(g(x)) est
continue dans I .

En effet, remarquons d’abord que, vu le Principe de transfert, € *I entraine
g(x) € *J ; supposons maintenant zog € I, x € *I et & &~ g, alors g(z) ~ g(x¢) ;
puisque g(x) € *J et g(zo) € J, on a f(g(z)) = f(g(z0)).

La dérivée fait 'objet de la régle fondamentale suivante :
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Dérivation d’une fonction composée

Soient f(y) dérivable dans un intervalle J, g(x) dérivable dans un in-
tervalle I et supposons g(x) € J pour tout x € I. Alors f(g(z)) est
dérivable dans I et

flg@) = f(g(x) - g'(x) -

Démonstration. Soient xy € I et Az un ip # 0 tel que zo+ Ax € *I. Le quotient
différentiel de f(g(z)) en zg s’écrit

flg(@o + Ax)) — f(g(w0))

QD = e (5.10)
Posons yo := g(zo) et Ay := g(axg + Az) — g(z0) .
g étant continue en z(, la variation Ay est ip. Il existe donc un ip ¢ tel que
flyo+ Ay) — f(yo) = Ay f'(yo) + - Ay
En remplacant dans (5.10), on a
_fo+Ay)—flyo) _ Ay - f'(yo) +e-Ay Ay, Ay
@D = Az N Az Az f(y0)+A:1: °
Il s’ensuit
st(QD) = g'(wo) - f'(y0) + g'(x0) - 0= f'(g(w0)) - ' (o) -
O

Exemple 5.3. Cherchons ou v/2sinxz — 1 est continu, dérivable et cherchons la
dérée.

Résolution. Remarquons que la fonction considérée est périodique de période 27,
on peut d’abord I’étudier dans [—m, 7] et ensuite en déduire la situation dans R. La
fonction ,/y est dérivable dans ]0, 00|, continue dans [0, +oc[; la fonction 2sinz —1
est dérivable dans R. Pour la dérivée, il suffit donc de se placer dans I’ensemble des
x tels que 1/2 < sinx ; ainsi v/2sinz — 1 est dérivable dans Uintervalle ]x /6, 57 /6]
et donc aussi dans chaque intervalle |7 /6 + 2k, 57/6 + 2kx[, k variant parmi tous
les entiers. On a

Vosinz —1 = (

1 cos T

— -(2co81) = —— .
2\/g>y—2sinw—1 ( ) VQSinx_l

Pour la continuité, il faut se placer dans lensemble des = tels que 1/2 < sinz ;
ainsi v/1 — 2sinx est continue dans Uintervalle [7/6, 57/6] et donc aussi dans chaque
intervalle /6 4+ 2km, 57 /6 + 2k7], k variant parmi tous les entiers.

Attention a ce qu’on écrit! Ainsi f'(2z) représente la valeur de la fonction
f" en 2x et non la dérivée de f(2x), cette distinction est importante car

(f(2x))" = 2- f'(2z) # f'(22) .
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Utilisons la régle de dérivation d’un produit de composition pour dériver les
fonctions donnant le sinus et le cosinus de l’angle orienté dont la mesure est x
degrés, notons :

sing(x) := sinus de 'angle orienté dont la mesure est = degré,

cosq(x) = cosinus de 'angle orienté dont la mesure est x degré.

Bien entendu

sing(x) = sin(%x) et cosq(x) = cos(%x) ,

d’ou

siny(z) = %cosd(az) et cosly(z) = —%sind(:ﬂ) !

On comprend dés lors I’intérét de mesurer les angles en radians : cela est
indispensable si on veut utiliser les formules classiques de dérivation. Mais
pourquoi les radians ? La raison est simple : pour dériver la fonction sinus on a utilisé
le résultat selon lequel % ~ 1 pour ¢ infiniment petit non nul. Si maintenant on
retourne & la preuve de ce résultat, on voit qu’on y a utilisé la formule donnant ’aire
d’un secteur circulaire et bien entendu dans cette formule il fallait que I'angle au
centre soit mesuré en radians.

5.6 Exercices

1. En utilisant les régles vues plus haut, déterminez ot sont continues, dérivables
les fonctions suivantes et cherchez leurs dérivées.
22 — 16

fi(z) == p— fa(x) :=sin(22 — 3)

fa(x) == V3 —2sinz | fa(z) =224
f5(x) = /1 — 22 fo(z) := V/2sinz — 1
2—vVz+3 cos x

fa(z) = VT fs(a) = 5y
folw) = BEZL | f0(r) = ——
tgz + 1 Veosz + 2sinz

2. Ou sont continues, dérivables les fonctions suivantes :

fule) ={z , Ski=1 fu) {a s
T):=4q7" , T):=<x si|z| <
H 2—2% silzl<1 - .

r+2 si2<zx

5.7 Continuité des fonctions monotones

Soit f une fonction réelle définie dans un intervalle I de R. Rappelons que f est
dite croissante (resp. décroissante) dans I lorsque pour tous u, v dans I tels que
u<vona f(u) < f(v) (resp. f(u) > f(v)). Rappelons qu’il en est alors de méme
de f dans *I (voir page 59). La fonction f est dite monotone dans I lorsqu’elle est
croissante dans I ou lorsqu’elle est décroissante dans I.
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Théoréme 15 (Continuité des fonctions monotones).
Si f est monotone dans un lintervalle I et si l’image de I par f, c’est-a-dire l’en-
semble {f(x) : x € I}, est un intervalle, alors f est continue dans I .

Démonstration. Envisageons le cas ol f(x) est croissante dans I. Soit z¢ un réel
dans I. Prenons = =~ xg et € *I. Envisageons par exemple le cas xg < x. Alors
forcément xy ne peut étre lextrémité supérieure de l'intervalle I. On peut donc
trouver x; dans I tel que xo < 2. Il s’ensuit 29 < x < 21 et donc f(xo) < f(z) <
f(x1). La valeur f(z) est donc limitée.

Supposons f(x) # f(xo). Alors on pourrait trouver un réel yo tel que f(zg) <
ya < f(z) < f(x1). L’'image de I par f étant un intervalle, ce nombre réel yo devrait
étre une valeur f(x2) ol xo serait dans /. Ainsi

f(xo) < flz2) < f() < f(1)

Puisque f est monotone dans *I, on aurait forcément xy < x2 < x et donc xg ~
xo ~ x. Mais cela est impossible car xg, o étant réels cela entrainerait xg = x2 ce
qui contredirait xy < 23 . En conclusion f(x) & f(zq). |

Le résultat ci-dessus nécessite que f(x) opeére entre des intervalles, en effet ci-
dessus on a utilisé une propriété qui peut paraitre anodine mais qui en fait est
caractéristique des intervalles de R : tout nombre compris entre deux éléments d’un
intervalle, est lui-méme dans 'intervalle, autrement dit, “dans un intervalle il n’y a
pas de trous”.

Application a arcsin x, arctgx

Les fonctions arcsin x, arctg z vérifient les hypothéses du théoréme. Ainsi
— arcsinx est strictement croissant dans [—1, 1] et 'image de [—1, 1] est linter-
valle [-7/2,7/2],
— arctgx est strictement croissant dans R et 'image de R est I'intervalle
| —m/2,7/2[.
Par conséquent
arcsinz est continu dans [—1,1] et arctgx est continu dans R.

Maintenant dérivons arcsinx . Prenons zy dans | — 1, 1[. Soit Az ip # 0, on a
arcsin(zg + Ax) — arcsin(x)

Az ’
Posons yo = arcsin(zg) et yo + Ay = arcsin(wg + Ax) . Alors 5F <y < § et, vu la
continuité de arcsinx, la variation Ay est ip; de plus z¢ = sin(yo) et xp + Azg =
sin(yo + Ay). Nous avons donc

QDarcsin =

A 1 = Av) — si
QDarcsin = L - = avec QDS’Ln — bln(yo + y) bln(yo) )
sin(yo + Ay) —sin(yo)  QDsin Ay
Puisque st(QDs;n) = cos(yo) # 0, le dénominateur Q D, est ap et par conséquent
1 1 1

St(QDarcsin) = ot = =

(@Dsin)  cos(yo) /1 —a2

On raisonnerait de la méme fagon pour arctg(z). Ainsi
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arcsinx est dérivable | — 1,1] et arctgx est dérivable dans R, et
arcsin’(r) = ! et arctg’(z) = !
V12?2 8 1422’

Ce que nous faisons de faire pour arcsinz, on pourra le faire plus généralement
pour la réciproque d’une fonction monotone dans un intervalle.

5.8 Limites de fonctions

Lorsqu’on a dérivé sinz, on a prouvé que si € est un infiniment petit non nul, la
fraction ®2= ~ 1, autrement dit x ~ 0 et = # 0 entraine *>* ~ 1, pour exprimer
cela on dit que

sinx
=1.

lim
x—0 X
Les limites sont donc des abréviations pour représenter des situations particuliéres
bien précises concernant f(x) pour = &~ a et # a, en ajoutant parfois la condition
x > a (limite & droite) ou z < @ (limite & gauche). En général, si a et L sont des
réels, on définit :

la limite de f(x) pour x tendant vers a est L, en abrégé lim f(x) = L , lorsque
Tr—a

pour tout x ~ a tel que x # a et f(x) soit définie, on a f(x) =~ L.
Si ci-dessus on remplace @ # a par > a (resp. * < a), on parle de limite

A droite (resp. limite & gauche) en a et on écrit alors lim+f(x) = L (resp.
Tr—a

lim f(z)=1L).

r—a—

Reprenons 'exemple de la fonction g définie a la page 5.7, nous avons vu que g(z)
est continue dans | — 0o, 2[ et dans [2,4+00[ et que

(z~2etx<2)entraine g(z) ~ 1,
on peut donc résumer cela en utilisant la limite a gauche de g(z) en 2 en écrivant :

lim g(z)=1.

r—2—

Complétons ce qu’on sait a propos de arctg x. On sait déja que arctg z est continu
dans R, prenons maintenant la variable z infiniment grande. Pour tout réel z > 0
on a0 < arctg(z) < et tg(arctg(z)) = 2. D’apreés le Principe de transfert il en est
de méme pour tout hyperréel z. Prenons H ig > 0. On a donc 0 < arctg(H) < §
d’ott

0 < st(arctg H) < g .

Si la partie standard de arctg H était un réel r < 7, on aurait tg(arctg(H)) ~ tgr
et donc H = tgr, ce qui est impossible puisque tgr est un réel. Par conséquent

st(arctg(H)) = — .
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Ainsi H ig > 0 entraine arctg(H) ~ 7, de méme H ig < 0 entraine arctg(H) ~ —F .
On peut exprimer cela dans le langage des limites, dans ce cas on écrit :

li tor =~ et i t T
w_l)l}:looarc gfl;— 2 [§] J}mooarc gfl;— 2

Ainsi, si L est un réel, on définit :

limg 400 f(x) = L (resp. limgy_,_o f(x) = L) lorsque pour tout x infiniment grand
>0 (resp. <0), ona f(x) = L.

De méme, si z est infiniment grand > 0 ou < 0, on a 2“'1 ~ 2, ce qu’on résume
par
2z +1 20+ 1
lim + =2 et lim + =2.
r—+00 I — z——00 T — 1

On peut également considérer le cas ou f(x) est infiniment grand. Par exemple,
siza~letx#1,ona — ig, ce quon résume par

1
lim =0 ;
z—11—2x

mais on peut étre plus précis, six &~ 1 et x > 1 (resp. x < 1), on a ﬁ ig < 0 (resp.
> 0), ce qu’on traduit par

lim = —oo et lim =+400.
z—=1+ 1 — 1 z—1— 1 — 1
Ainsi, si a est un réel, on définit :
lim, . f(z) = oo (resp. +00,—00) lorsque pour tout © ~ a, x # a et x dans

Uensemble de définition de f, on a f(x) infiniment grand (resp. infiniment grand
> 0, infiniment grand < 0).

On adapte aussi cette définition a la limite a droite limg,_, 4 f(x) (resp. & la limite
a gauche lim,_,,— f(x)) en prenant alors seulement des = ~ a et x > a (resp.
x < a). Enfin on peut également combiner ces abréviations et avoir par exemple
lim, 4 f(2) = —o0, ainsi puisque pour tout z ig > 0, expression _Tm; est un ig
< 0, on écrit

1—a?

lim = —00
z—+oo x + 2

Exemple 5.4. Que peut-on dire de la continuité et des limites complémentaires de
la fonction x +— arctg(L) ¢

Solution. Vu la régle de composition des fonctions continues arctg(%) est continue
dans | — 00, 0[ et dans ]0, +o0o[. Soit 2 ~ 0 et 2 # 0.
% est un ig. Deux cas se présentent :
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— si > 0 alors 1/x est un ig > 0 et donc arctg% NG,
— siz < 0alors 1/z est un ig < 0 et arctg% NG

Il s’ensuit ) )
. s . s
mlggl_ arctg(;) =5 et mlg&_ arctg(;) =5
Enfin si x est ig, on a % ~ 0 et vu la continuité de l'arctg on a arctg(%) ~ 0,
autrement dit

1 1
lim arctg(—)=0et lim arctg(—)=0.
x

r—+00 €T T——00

5.9 Du “dessin” aux hyperréels et inversément

Nous allons maintenant raisonner sur des fonctions données au moyen de leur
graphe. Du tracé du graphe dans ’espace réel nous allons déduire comment la fonc-
tion se comporte dans les hyperréels. Convenons de marquer d’un point plus gros
les extrémités du graphe comprises dans celui-ci.

Exemple 5.5. Déterminons ot la fonction f dont le graphe est tracé sur la figure
5.1 est continue.

a b c d

FIGURE 5.1

Solution. Utilisons le Théoréme de continuité des fonctions monotones : f est
croissante dans [a, b] et 'image de cet intervalle par f est 'intervalle [f(a), f(b)], elle
est donc continue dans [a,b] . De méme f est continue dans |b, ¢] et dans [c,d] .

De plus f est continue en ¢ car si z =~ c et © < ¢ (resp. x > ¢) on a f(z) = f(c)
vu la continuité de f dans )b, c] (resp. [c,d]). Par conséquent f est continue dans

b,d].
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Mais f n’est pas continue en b car u &~ b et u > b entraine f(u) =~ M # f(b).
Autrement dit

Ci-dessus on prétend que f(u) ~ M pour u ~ b et u > b, cela est sans doute intui-
tivement clair, prouvons-le, cela demande un peu de soin. Considérons la fonction g

définie par
(2) Msiz=5b
€Tr) =
g flx)ysib<ax<c

d’aprés le Théoréme de continuité des fonctions monotones, la fonction g est continue
dans [b, ], de plus f(x) = g(z) pour tout = dans ]b,c| et donc aussi pour tout x
dans *]b, ¢ ; prenons u = b et u > b, on a donc g(u) = M et f(u) = g(u), et donc

Une fonction comme celle que nous venons de rencontrer dans cet exemple est
dite continue par morceaur dans [a,d], de fagon plus générale :

Définition. Une fonction f est continue par morceaur dans [a,b] lorsqu’on peut
trouver des réels ag, ..., an, any1 tels que
—a=aqp<a;1<a2<...<ap < Gp+1 =D>b
— [ est continue dans chaque intervalle Jag, ag+1[,
— les limites a gauche en ay,..., any1 et les limites a droite en ag,..., an
existent et sont des réels.

Dans ce cas, pour £k =0,1,...,n, la fonction f; définie par
limg_sq,+ f(x) six=ay,
fk(l‘) = f(:E) si ap < T < A1 ,

limg sa,,— f(2) siz=apg1,

est continue dans [ak, art1] et est égale & f dans Jag, ag41[, cette fonction fj sera
appelée le prolongement continu de f a [a, agt1] -

Interprétation graphique de la continuité
L’interprétation graphique de la continuité est simple :

si une fonction f est continue dans un intervalle I et si mous pouvons tracer le
graphet de f(x) pour x dans I, alors ce graphe de f se trace d’un seul trait.

En effet si en une abscisse xy dans l'intérieur de I, on devait lever la pointe du
“crayon” pour tracer le graphe, on a une situation comme celle illustrée sur la figure
5.2, dans ce cas on a y2 = f(x) . Puisque nous avons admis qu’on pouvait tracer le
graphe de f dans I, cette fonction devrait étre monotone dans un intervalle (éven-
tuellement trés petit) de la forme |27, zo[. Alors, en raisonnant comme ci-dessus, on
considére la fonction g définie par

o) = {f(x) sizg <x<uxg,

Y1 Six:x07

1. concernant le fait de pouvoir tracer le graphe, voir ’exercice 4.



5.10. Exercices 81

o I T

FIGURE 5.2

g(x) est continue dans [z1, o] et f(x) = g(x) pour tout = tel que 1 < x < x¢, en
prenant un u ~ xg et u < xg, on a

f(u) = g(u) = y1 # f(w0)

et done f(u) % f(x0), la fonction ne peut alors étre continue en x .

5.10 Exercices

1. Soit f définie par
22 +2 sir<?2
flx) = {

-2 six>2
Ou la fonction f est-elle continue, dérivable ? Justifiez.

2. Ou la fonction f dont le graphe est tracé ci-dessous est-elle continue ? Justifiez.

Y
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3. On considere la fonction f dont le graphe est tracé ci-dessous.

1. Ou f est-elle continue ?

2. Soit € un ip > 0. Quelles sont les parties standard de f(4 +¢) et f(4—¢).

4. Peut-on toujours tracer complétement le graphe d’une fonction conti-
nue dans un intervalle bornée ? Cela peut surprendre mais la réponse est non.
Pour s’en rendre compte considérez les deux fonctions suivantes.

f1(x)::{§Sin(%) iet0 fQ(x)::{fsin(%) e 40

Prouvez que fi(z) est continue dans R et que fa(z) est dérivable dans R (pour
prouver l'existence de la dérivée en 0 utilisez la définition).

Dans |0, 1], les graphes de f; et fo coupent Oz en xy = % pour k=1,2,3,....
Ces abscisses tendent vers 0 et la distance entre xp et xxy; tend aussi vers 0, il
est dés lors impossible de tracer le graphe dans [0,1], on peut le faire dans tout
intervalle [a, 1] avec a €]0, 1], mais le tracé matériel ne peut atteindre 0. Pourtant
f1 est continue et fy est dérivable dans R !



Chapitre 6

Ordres de grandeur,
différentielles

Au chapitre précédent nous avons déja rencontré la différentielle a 'occasion du
Théoréme des accroissements infinitésimaux et de la formule

flro+ Az) — f(xo) = Az f'(x0) + Az - € . (6.1)

Pour comprendre U'intérét de cette formule réfléchissons d’abord a la notion d’ordre
de grandeur.

6.1 Ordres de grandeur

Parmi tous les nombres on distingue trois ordres de grandeur absolus :

— les infiniment grands,

— les appréciables,

— les infiniment petits.

Le plus souvent, la notion d’ordre de grandeur n’est pas absolue mais relative a
une grandeur fixée. Soit v un nombre hyperréel # 0 fixé, c¢’est notre point de repére,
notre valeur “étalon”. Pour comparer un nombre v & u on effectue le rapport v/u et
on observe quel est 'ordre de grandeur absolu de ce rapport, trois cas se présentent
donc :

— le rapport v/u est infiniment petit, on dit que v est négligeable par rapport

a u, en abrégé v est o(u),

— le rapport v/u est appréciable, on dit que u et v ont le méme ordre de

grandeur,

— le rapport v/u est infiniment grand, autrement dit u/v est infiniment petit

c’est-a-dire u est o(v) .
Lorsque le rapport v/u est limité on dit que v est O(u) , ce qu’on lit v de 'ordre
de u.
Ainsi les trois cas ci-dessus deviennent respectivement :
— v est o(u) (et forcément alors O(u)),
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— v est O(u) mais n’est pas o(u),
— v n’est pas O(u) et alors forcément u est o(v).

Lorsque u est appréciable, les nombres qui sont o(u), resp. O(u), sont exactement
les infiniment petits, resp. les limités, la classification ci-dessus n’apporte alors rien
de neuf. Les notions o(u), O(u) n’ont donc d’intérét que lorsque w est infiniment petit
ou infiniment grand. On va maintenant appliquer ces notions en prenant pour u une
valeur A infiniment petite. Cela va permettre de mieux comprendre des pratiques
courantes au niveau des applications. Ainsi ingénieur qui étudie un phénoméne
soumis a une variation A trés petite d’un parameétre va dans certaines circonstances
considérer comme négligeables des quantités de la forme A%, A3 ; en fait I'ingénieur
considére alors comme négligeables les quantités qui sont o(A), cela suppose que A
est suffisamment petit que pour pouvoir étre assimilé & un infiniment petit.

Dans ce qui suit A représente toujours un infiniment petit non nul. Pour plus
de commodité, dans les exemples on prendra A > 0. Le nombre A va devenir notre
valeur étalon qu’on va utiliser lorsqu’on compare des grandeurs infiniment petites.
Soit € un infiniment petit. Trois possibilités se présentent donc :

1. Le rapport /A est infiniment petit, c’est-a-dire € est o(A).
C’est ce qui arrive par exemple si on prend pour £ un des nombres suivants :

A2, 7TA% A2 100A2%, 3A% — 100A%, 1000A® — 100A%, ...

Les nombres qui sont o(A) sont de la forme IP - A .

2. Le rapport €/A est appréciable, c’est-a-dire € et A ont le méme ordre de
grandeur, ou ce qui est équivalent € est O(A) et nest pas o(A) .
Par exemple il en ainsi lorsque € un des nombres suivants :

3A, 3A +TA%, —2A +8A®, 1000A — 5A%/%, ..

Ces nombres sont de la forme AP - A.

3. le rapport /A est infiniment grand, alors € n’est pas O(A).
C’est par exemple le cas de

VA, VA, A3

Les nombres qui sont O(A) reprennent les cas 1 et 2 ci-dessus, ils sont de la forme
LIM - A.

Remarquons :
1. La somme de deuz nombres O(A) (resp. o(A) ), est O(A) (resp. o(A)), en

abrégé

[0(8)+0(A)=0(A) . ofA)+0o(A) =0(A) |.

2. Le produit d’un nombre O(A) (resp. o(A) ), par un limité est O(A) (resp.
o(A) ), en abrégé

|0(A) - LIM=0(A) , o(A)- LIM=o(A) |.
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3. Le produit d’un nombre O(A) par un ip est o(A), en abrégé

(0(8) - 1P =o(A) |.

4. Sim,n sont des naturels non nuls tels que m < n, alors tout ip O(A™) est
o(A™).
En effet, si m < n et si e est O(A™), alors

e=LIM-A" = (LIM - A"™) . A™ = [P . A™ .
Exercice 6.1. Montrons O(A) + O(A?) = O(A) et O(A) - 0o(A?%) = o(A3?).

Solution. En effet
1. O(A) + 0(A?) est un cas particulier de O(A) + O(A) et est donc O(A).
2.0mna

O(A) - 0(A?) = (LIM - A) - (IP - A%) = IP - A3 = o(A?) .

On peut appliquer les notions d’ordre de grandeur a des nombres infiniment
proches, ainsi si u &~ v, on peut distinguer trois niveaux de "proximité" :

— le plus faible : v —u n’est pas O(A), par exemple 2 ~ 2 + /A et /A n’est
pas O(A)

— le plus fort : v—wu est o(A), on dit alors que u et v sont infiniment proches
par rapport 4 A, ce qu’on note u ~a v . Par exemple 2 ~a 2 + 5A2 mais
2%A 2+ A.

— le niveau intermédiaire : v — u est O(A) et n’est pas o(A), c’est le cas par
exemple des nombres 2, 2 + A, 2 + 3A.

6.2 Différentielle

Considérons une fonction réelle f(x). Soient f dérivable en zg et Az infiniment
petit # 0. Vu la premiére partie du Théoréme des accroissements infinitésimaux, il
existe un infiniment petit ¢ tel que

Ay = f(xo + Azx) — f(zo) = f'(z0) - Az +e- Ax .

Remarquons que la variation de la fonction f(xo+ Az) — f(z0) est O(Ax). De plus
e+ Az est o(Ax). Ainsi

f(xo + Az) — f(x) = f'(z0) - Az + o(Az) . (6.2)

L’expression f/(zg)-Az permet donc d’évaluer la variation de la fonction en
commettant une erreur négligeable par rapport a Az, d’ou son importance.
Cette expression s’appelle la différentielle de f en x( ; précisons cette définition :

Définition. Si f est dérivable en un réel xq, la différentielle de f en xq, notée
dfe, , est la fonction
Ax — f'(x0) - Az,

autrement dit

|dfey(A) = f'(w0) - Az |.
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La différentielle est une fonction de la variable Ax particuliérement simple : le
produit d’une constante et de Ax, difficile d’avoir une dépendance plus simple !

Reprenons (6.2) en supposant que A est un infiniment petit # 0 et que Az est
O(A). Comparons ¢ - Az avec A :

e-Ax .Ax
A A

par conséquent ¢ - Az est o(A) et
f@o + Az) = fzo) = f'(z0) - Az +0(A) = O(A) . (6.3)

Les résultats (6.2) et (6.3) sont essentiels, ils prolongent le Théoréme des accroisse-
ments infinitésimaux vu a la page 69 :

Théoréme 16 (Théoréme des accroissements infinitésimaux, 2¢ partie).
Soit f dérivable en un réel xg .

1. Pour tout Az infiniment petit non nul, la variation f(xo+ Ax) — f(xg) est
O(Az) et

| f(zo + Az) — f(z0) = dfuy(Az) + o(A7) |. (6.4)

2. Soit A un infiniment petit # 0. Alors pour tout Az qui est O(A) , la variation
flzo + Az) — f(xo) est O(A) et

| (w0 + Ax) — f(wo) = dfy (M) +0(A)

: (6.5)

ou encore

|/ (w0 + Ax) — f(w0) ~a dfag(A2)

: (6.6)

Par exemple, si nous supposons que Az est O(A) et si z( est un réel,

1 1 Az
AT (A)siw £0
z0+ Az 1z x3 +o(A) stz #0,

sin(zp + Ax) — sin(zg) = coszg - Az + o(A)
Az
A — =
VTo +Ax — \/xg 2\/x_0+0

Particularisons z¢ et Az (en prenant ce dernier O(A)) :

(A) sizg>0.

1 J—
1+2A
sin(3A 4+ A?) = 3A + A? 4+ 0(A) = 3A 4 0o(A)

5A — 3A?2 5A
V3+5A—3A2 3= 4 p(A) = == 4 0(A).
Wi o(A) Wi o(A)

. . . . . L 1
Autrement dit, si on accepte de faire une erreur qui soit o(A), on peut évaluer 17358

par 1 —2A, sin(3A + A2) par 3A et V3 +5A — 3A2 par /3 + % )

1—-2A+o(A);,
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Ainsi, pour autant qu’on puisse assimiler A 4 un infiniment petit et que la
variation de la variable soit O(A), la différentielle va permettre d’évaluer
la variation de la fonction en commettant une erreur qui soit négligeable
par rapport a A.

Pourquoi remplacer la variation de la fonction par la différentielle ?

Pour deux raisons : pour autant qu’on connaisse la dérivée, la différentielle se calcule
trés facilement mais surtout la différentielle est bien plus commode & utiliser que la
variation de la fonction. Ainsi, en général la variation Ay n’est pas proportionnelle a
Az, par exemple, si nous prenons g(z) := 22, on obtient Ay = 2z0Az+Ax? qui n’est
pas proportionnelle & Az, de méme sin(zo + Az) —sin(zg) n’est pas proportionnelle
a Az . Par contre la différentielle df,, est évidemment proportionnelle & Ax, ainsi
dgz, (Az) = 220Az et dsing, (Az) = coszoAx . En général

dfeo NAZ) = M fs, (Az) et dfy, (Az + A'x) = dfs, (Az) + dfs, (A'z)

autrement dit la différentielle df,,(Az) est linéaire par rapport a Az.

6.3 Exercices résolus

Soit A infiniment petit > 0.

Exercice 6.2. Evaluons (si c’est possible) l'expression suivante en faisant une er-

reur o(A).
1

34+ 2A —5A2°

Solution. Soient f(z) := 1, 29 =3 et Az = 2A —5A?. La fonction f est dérivable
en 3 et nous avons

(6.7)

Ax
— =2—-5A=LIM
A o ’

Az est done O(A); on peut done évaluer Uexpression (6.7) en faisant une erreur
o(A). On a dfs(Az) = Az/9, par conséquent

1 1 2A — 5A2
- —_— = — A .
31 2A—5A2 3 g Tod)

. 2
Puisque % est o(A), nous avons

! =l+%+o(A)+0(A):

9A
379A _5A2 379 5 Tl

W =

2A

On évalue Dexpression (6.7) au moyen de 1 + 22, on commet alors une erreur

négligeable par rapport a A.

Exercice 6.3. Peut-on évaluer 'ezpression suivante en faisant une erreur o(A) ¢
1
arcsin(§ +2VA+A) . (6.8)

Fvaluons-la au mieux.
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Solution. Soient g(z) := arcsin(z), xg = & et Az = 2v/A 4+ A La fonction g est
dérivable en % Nous avons

Az 2 1 .
_— = — = 1 s
A VA &
et
Az

== =924+ VA = limiteé,

VA
Az n’est donc pas O(A) mais est seulement O(v/A). On ne peut donc évaluer
lexpression (6.8) en faisant une erreur o(A) mais on peut ’évaluer en faisant une

erreur o(v/A) . Puisque

dgi(Az) = %Aw ,
on obtient
arcsin(% +2VA+A) = % + %(2@ +A) +o(VA)
s 4\/Z
T 4/A

On évalue l'expression (6.8) au moyen de § + , on commet alors une erreur

S5

négligeable par rapport a vA .

Exercice 6.4. Peut-on évaluer 'expression suivante en faisant une erreur o(A) ¢
Evaluez au mieux cette expression.

V8 + 6A2 (6.9)

Solution. Soient h(z) := /x, 1o = 8 et Az = 6A?. La fonction h est dérivable en
8. Nous avons A A

x , x

K = 6A = 1p et F

Az est donc o(A), a fortiori O(A) et Az est O(A?). On peut donc évaluer 1'expres-

sion (6.9) en faisant une erreur o(A) mais on peut faire mieux et ’évaluer en faisant

une erreur o(A?). Puisque

=6 = limité

1
dhg(Ax) = EA.’IJ s
on obtient

V84 6A2 =2+ %AQ + 0(A?)

On évalue I'expression v/8 + 6A2 au moyen de 2+ %A2 , on commet alors une erreur
négligeable par rapport & A?. Remarquons

V8 4+ 6A2 =24 0(A).

Si on se contente d'une erreur qui soit o(A), on évalue v/8 + 6A2 au moyen de 2.
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Exercice 6.5. Evaluons l'expression suivante en commettant une erreur o(A) :
V4 +2A + 3A2
3+2A '

1
Solution. Occupons-nous du numérateur : 4+2A+3A? est O(A) et (v/z)'(4) = 7

il s’ensuit

2A + 3A? A
\/4+2A+3A2:2+%3+0(A):2+§+0(A).

1 1
Occupons-nous du dénominateur : 2A est O(A) et (=)' (3) = —9’ il s’ensuit
x

1 1 2A
5704 3 g oA
Par conséquent
VAT 2A 1 3AZ A 1 2A
T 3r2a P F g o) (3o gteld)
2 5 1,
S~ A - 5AT 4+ o(d)
2 5

On évalue donc lexpression au moyen de 2 — XA, Derreur ainsi commise est o(A).

6.4 Exercices
1. Que peut-on dire de
IP-O(A%) |, O(A)-O(A) , O(A2)-0(A) , O(A?) +o(A) ?

2. Peut-on évaluer les expressions suivantes en commettant une erreur qui soit
négligeable par rapport & A 7 Si oui faites-le.

1

VO DY ——

VAT 3A F2A2

arctg(l — 2A +5A?) | sin(2A + 100A?)
1

arcsin(1 — 3A + A?) |

2 -5A+3A - A3

V8 +2A2 4 5A3 B4y

2% A
34+ A IRy
1+5A +10A2 ' TOBTTOHR

1+ 3A 4+ 2A3 [4+ A2
4 —AN+4+5A2 7 14+ 2A
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3. Evaluer au mieux les expressions suivantes. Peut-on faire une évaluation en
commettant une erreur qui soit négligeable par rapport a A 7

1
1+ A+ VA

1
arcsin(; +3A —2A2%) | \/942A% +5A2
1 :
arcsin(5 — 24% + 3A1) | \/8+2A% £ 5A3

3+2VA . JIATIA?

1+3A

, cos(% + 3A%)

6.5 df, dx, dy

Considérons encore une fonction réelle f : z — y = f(x).
On peut faire varier le réel x( considéré ci-dessus, on obtient alors une fonction
df de deux variables z, Az définie pour tout x réel ou f est dérivable :

b

df : z, Ax — df.(Az) = f'(z)Ax

ce qu’on note simplement

df = f'(z) Az . (6.10)

Quand on considére la fonction 2 — y = f(z), on a deux variables : la variable
indépendante = et la variable dépendante y. Chacune de ces variables a une diffé-
rentielle. Pour obtenir la différentielle de x il suffit d’appliquer la définition ci-dessus
a la fonction x — x, on obtient la différentielle de la variable indépendante x :

=5,

La formule (6.10) prend alors la forme usuelle

df = f(z)dz |.

La différentielle de la variable dépendante y est la différentielle de f, autrement dit

dy dépend donc de x et de dx .

La dérivée de f est donc égale a la fraction

différentielle de f
différentielle de x ’

on comprend dés lors pourquoi la dérivée f'(x) est aussi notée (comme le faisait
Leibniz) % , "apparente ambiguité de cette notation ne présente donc pas de danger.
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Vu les régles de dérivation, en tout z ou f et g sont dérivables, on a :

dAf) = Mdf (X constante ),
d(f+g) = df+dg,
d(f-9) = (df)-g+f-(dg),
(g) — (df)gg_Qf(dg) oﬁg(x);éo.

6.6 Principe de Fermat

Fermat (1601-1665) est un des pionniers du calcul différentiel, il découvrit des
méthodes essentielles du calcul différentiel, il utilisa des quantités infinitésimales et
leurs ordres de grandeur d’une fagon informelle et cela avant Newton et Leibniz;
Lagrange et Laplace le considéraient d’ailleurs comme le fondateur de 1’Analyse
infinitésimale. Comme on va l’observer sur un exemple de recherche d’extremum,
Fermat résolvait des problémes par des méthodes qu’on pourrait aujourd’hui qualifier
de non rigoureuses mais . .. qui deviennent parfaitement rigoureuses si on remplace &
bon escient ’égalité par ~a . Rappelons qu’un des apports principaux de I’Analyse
non standard est I'introduction et 'utilisation de la relation “infiniment proche” pour
remplacer & certains moments la relation d’égalité.

Observons comment Fermat résout le probléme suivant d’extrema ([3]) :

on considére un segment OA de longueur a, il s’agit de déterminer la position du
point B sur le segment OA de telle sorte que le rectangle dont les longueurs des cotés
sont les longueurs de OB et BA, ait une aire mazimale

Notons z la longueur de OB. Il faut donc rendre maximal le produit z(a — ). Que
fait Fermat ? Il suppose qu’il connait la valeur de z rendant maximal ce produit. Au
départ de cette valeur il donne & x une variation infinitésimale e et il affirme qu’alors
la valeur du produit reste inchangée, autrement dit

za—z)=(x+e)la—z—e), (6.11)
de 1a il déduit
ea —2ex —e? =0, (6.12)
d’on
a—2x—e=0 (6.13)

et, en “effacant” infiniment petit e, il obtient = a/2. Fermat applique la méme
méthode pour résoudre d’autres problémes d’extrema a priori plus compliqués. Ainsi,
pour Fermat, si z¢p donne a une expression f(x) une valeur minimale ou mazximale,
alors si e est une variation infiniment petite on doit avoir f(xo + e) = f(xo)!

Pour nous, cela n’est pas vrai, mais comme on va le voir cela est correct si on
remplace f(x +e) = f(z) par f(x +e) ~. f(x). Ainsi la relation ~, permet de
rencontrer parfaitement ’argumentation de Fermat.

Soit xp un réel. Par voisinage de xy on entend un intervalle de R de la forme
Jxo — h,xo + h[ ot h est un réel > 0. Précisons la notion d’extremum local :
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f(x) admet un mazimum local (respectivement minimum local) en xq lorsqu’il
existe un voisinage V de xq tel que

— f(x) soit définie dans V,

— pour tout x dans V, on a f(xg) > f(x) (respectivement f(xg) < f(x) ).

Théoréme 17 (Principe de Fermat). Soit f dérivable en un réel xg et admettant
en xo un minimum local ou un maximum local, soit A un infiniment petit non nul.

Alors
f'(x0) =0

et pour tout Ax qui est O(A), on a
f(zo + Az) = f(z0) + 0o(A)

autrement dit

‘f(on-FAx) ~a f(xo) ‘

En particulier, pour tout Ax infiniment petit, on a

[ £(w0 + Az) mar f(zo) |-

Démonstration. Envisageons le cas ot f admet en zp un maximum local.
Soit h un réel > 0 tel que pour tout x €]zg — h,xo+ h[ on ait f(x) < f(xp). D’aprés
le Principe de transfert on a f(z) < f(x¢) pour tout z dans *Jxg — h,zo + h[.

Soit € ip > 0. Nous avons g — h < x¢g £ & < o + h et donc

f(fﬁo—’f)—f(fﬁo)zo ot f(zo+¢e) — f(xo)

—¢ €

<0.

f(ﬂﬁo—’f)—f(fﬁo)) :St(f($0+€)—f(l“o)

—& £

(o) = st( )

d’ou f'(xg) >0 et f'(z9) <0 et donc f/'(xg) =0.
Si Az est O(A), d’aprés le théoréme des accroissements infinitésimaux, on a

Fao + Ax) = f(ao) + ['(@o)Az + o(A) = f(xo) + o) .

O

Remarquons que le fait que la dérivée s’annule en xy nous donne une condition
nécessaire pour obtenir un extremum local en zy (pour autant que la fonction soit
dérivable), mais il ne s’agit pas d’une condition suffisante. Il se peut que f'(z) =0
et que la fonction n’admette pas en g un extremum local, c’est par exemple le cas de
la fonction = — 23 qui est strictement croissante dans R et dont la dérivée s’annule
en 0. Il se peut aussi que la fonction admette un extremum local en x( et qu’elle ne
soit pas dérivable en ce réel xg, c’est le cas de |z| en 0. Un réel o ou f'(x¢) =0
s’appelle un point stationnaire de f. Par conséquent

les extrema locauz ou f est dérivable se trouvent parmi les points stationnaires de f.
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6.7 Plan hyperréel

Plagons-nous dans le plan cartésien, c’est-a-dire le plan muni d’un systéme d’axes
perpendiculaires munis de la méme unité. Chaque point est alors identifié au couple
de nombres réels formé par son abscisse et son ordonnée, le plan est ainsi assimilé &
I'ensemble R?. On sait mesurer la distance de deux points de R? : si p = (z,y) et
p’ = (2/,y'), la distance (euclidienne) de p & p’ est donnée par

d(p,p') = (z — 2+ (y —y)?, (6.14)
muni de cette distance R? est appelé le plan euclidien ou ici plan réel.

On peut faire de méme avec des points qui auraient des coordonnées hyperréelles.
Ainsi on note *R? I’ensemble de tous les couples (z,y) de nombres hyperréels et on
mesure encore la distance de deux points p, p’ de *R? au moyen de la formule
(6.14). L’espace *R? est alors appelé le plan hyperréel . Dans le plan hyperréel les
coordonnées (abscisse et ordonnée) des points sont donc des hyperréels. Les points
de R? ou *R? sont désignés par des lettres grasses p, q ...

Les notions de limité, d’infiniment proche et de partie standard s’étendent natu-
rellement, on définit :

un point p de *R? est limité lorsque sa distance & Uorigine est un nombre limité ;
deux points p, q de *R? sont infiniment proches, en abrégé p ~ q, lorsque leur
distance est infiniment petite.

Remarquons : si z, y sont limités (resp. ip), alors y/z? + y? est limité (resp. ip).

Réciproquement, puisque
|, [yl < Va? + 92,
si v/22 4 y? est limité (resp. ip), alors x, y sont limités (resp. ip). Par conséquent :

un point de *R? est limité si et seulement si ses coordonnées sont limitées; deus
points de *R? sont infiniment proches si et seulement si leurs coordonnées respectives
sont infiniment proches.

Par conséquent la relation = est aussi une relation d’équivalence dans le plan
hyperréel, autrement dit, si p, p/, p” sont des points de *R?, alors p =~ p, ensuite
p =~ p’ entraine p’ &~ p et enfin (p = p’ et p’ &~ p”) implique p ~ p”. Il s’ensuit
aussi que deux points de ’espace réel sont = si et seulement s’ils sont égaux.

Considérons un point limité p = (x,y) ; alors les coordonnées x et y sont des
nombres limités et on peut donc poser q = (st(x),st(y)) ; par conséquent q est un
point R? infiniment proche de p, de plus un tel point de I’espace réel est forcément
unique. En conclusion :

tout point p limité du plan hyperréel est infiniment proche d’un et d’un seul point
du plan cartésien, appelé évidemment la partie standard de p et noté st(p), de plus

sip = (z,y) alors st(p) = (st(z),st(y)).
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Par exemple : soient € un ip non nul et H un ig, posons :

3+¢ 1 . 2H+1

1_5)761::(575)710_:(]{_1

alors les points p, p’, ¢’ sont limités et q est non limité, de plus st(p) = (2,3),
st(p’) = (2,1), st(q') = (2,3) doup~q'.

Comme dans *R on considére la monade ou le halo de tout point du plan carté-
sien : la monade ou le halo d’un point p de R? est ’ensemble de tous les points de
*R? infiniment proches de p, on la représente graphiquement comme sur la figure
6.1 par une fenétre circulaire pouvant étre agrandie & volonté et montrant des points
infiniment proches de p. Ainsi tout point limité du plan hyperréel apparait dans une
et une seule monade.

1
p:=(2+¢, ,1+5),q’::(2—5,3+ﬁ),

P R2

FIGURE 6.1: représentation de la monade de p avec p’ = p.

Utilisons les notions d’ordre de grandeur vues plus haut pour comparer des points
de *R? infiniment proches comme on l'on déja fait pour des nombres (voir page
85). Prenons toujours comme étalon de mesure un infiniment petit A non nul et
comparons la distance des points avec A, comme dans *R, on définit :

Les points p et q de *R? sont infiniment proches par rapport o A, en abrégé p ~a q,
lorsque la distance entre p et q est o(A).

Des points infiniment proches par rapport a A sont évidemment infiniment proches,
mais le contraire n’est pas nécessairement vrai. Par exemple :
siq=(7,9), d = (r+10A%y —5A%) et q" := (v + A,y — A), alors on a

d(q,q') = 5V5 A? et dlq,q") =V2A,

d’ott g ~a q' et q#a q".
Pratiquement lorsqu’on a des points du plan hyperréel il est plus commode de consi-
dérer séparément chacune des coordonnées, cela est possible :

Proposition 18. La distance de deuz points du plan hyperréel est O(A) si et seule-
ment si les différences de leurs coordonnées respectives sont chacunes O(A) .

Deuz points de *R? sont ~a si et seulement si leurs coordonnées respectives sont
XA -
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En effet, si p = (z,5) et p’ = (2/,%') sont deux points de *R?, on a

lz—a'| ly—y'| _ dp,p) \/ z—a y—y
, < =1/( )2+ ( )2,
A |A| A A A

d’ou les équivalences énoncées dans la proposition ci-dessus.
Par exemple, si q := (z,y), on a

a~a (z+3A% y—5A%2) | qma (x4 10°AY3 4 127A3)

mais
q#a (z+ A% y—A) et la distance de q & (7 + A%, y — A) est O(A),
q#a (z+VA, y) et de plus la distance de q a (x + /A, y) n’est pas O(A),
et cela bien que q ~ (z + VA, y).

Bien entendu p ~a p’ et p’ ®a p” entraine p ~a p”.

6.8 Le microscope de grossissement 1/A

Pour représenter ces notions modifions et améliorons la représentation graphique
de la monade d’un point limité. On sait qu’un microscope ne peut discerner deux
points dont la distance est trop petite : un microscope a un certain pouvoir séparateur
et lorsque celui-ci est dépassé, des points distincts sont observés comme confondus.
Il en sera de méme avec la représentation que nous allons maintenant préciser, aussi
pour désigner cette représentation nous parlerons de “microscope”. Considérons un
infiniment petit A > 0 et pg un hyperréel ou un point de *R?.

Description du microscope de grossissement 1/A pointé vers pg.
Le microscope de “grossissement” 1/A dirigé vers p permet d’observer des points
infiniment proches de py en appliquant les deuz principes suivants :

1. le grossissement est 1/A, par conséquent les mesures sont multipliées par
1/A et dans Uoculaire l'unité de mesure correspond a la longueur A ;

2. dans Uoculaire il est impossible de distinguer des mesures qui grossies (suite
a la multiplication par 1/A) restent infiniment petites.

Pour gommer des différences infiniment petites, il suffit de prendre la partie standard,
dés lors, dans l'oculaire du microscope de grossissement 1/A une longueur [ est
observée comme étant st(%). Par conséquent une longueur n’est observable dans
Poculaire que si elle est O(A) et les points observables dans 'oculaire sont ceux
dont la distance a pg est O(A). En conclusion, le microscope de grossissement 1/A
pointé vers pgy est défini comme suit :

Reégle 1 : l'oculaire de ce microscope est composé des points infiniment proches
de po dont la distance a po est O(A) ; dans Uoculaire la distance entre deux
points p’, p”’ observés est mesurée comme étant

d(p/7 p//)
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Il s’ensuit que les point p’, p” sont observés comme identiques si et seulement si
st(d(p’,p”)/A) =0, don

Reégle 2 : deux points sont observés comme identiques si et seulement leur dis-
tance est o(A), autrement dit si et seulement si ils sont = .

Bien entendu, on peut faire exactement de méme dans *R et utiliser le microscope
de grossissement 1/A pour observer des hyperréels infiniment proches d’un réel .

Ainsi ce microscope rend parfaitement compte des notions O(A) et o(A) : dans
I’oculaire

— les mesures observables sont O(A),

— les mesures observées comme nulles sont o(A),

— les mesures observées comme non nulles ont le méme ordre de grandeur que

A.

FIGURE 6.2: Observation dans le microscope de grossissement 1/A dirigé vers 2.

Par exemple, dirigeons le microscope de grossissement 1/A vers 2, nous pouvons
ainsi observer tous les nombres de la forme 2 + [A ou [ est limité, en particulier 2
est au centre de 'oculaire et les nombres

A
u=24+Av=2-2Aw= 2450 = 24+10°A% y = 24+ A+3A% 2 =2—2A+3A3

apparaissent comme sur la figure 6.2 : u, v, w sont observés distinctement et z, y, z
sont observés comme étant respectivement 2, u, v . Par contre les nombres 2+ /A,
2 — A?/3 bien qu’infiniment proches de 2, ne peuvent étre observés dans 'oculaire
puisque la distance de ces deux nombres a 2 n’est pas O(A).

Si on modifie le grossissement du microscope dirigé vers un point fixé p on peut
observer et distinguer plus ou moins de points infiniment proches de p, cela est
illustré dans ’exemple suivant.
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Exemple. Placons dans le plan hyperréel et considérons les points suivants tous
infiniment proches du point p = (1,2) :

p1= (14+A,242A) , p2= (1+A+3A32+2A—-100A2%)
ps= (1-2A,24A) . pa= (14 A2%2-2A2-1000A%)
ps= (1+A,2-2VA) | pe= (1+2VA,2+VA)

pr= (1-3A22+A?) | pg= (1+2VA+A2+VA+10°A).

Observons ces points dans ['oculaire d’un microscope dirigé vers le point p d’abord
avec le grossissement 1/, ensuite le grossissement 1/A? et enfin le grossissement

1/VA.

Ces observations font 'objet de la figure 6.3, remarquons :

1. Observation dans l'oculaire de grossissement 1/A : les points ps, ps et ps
ne sont pas observables avec ce grossissement, les points p1, p2 apparaissent
comme confondus, les points py, p7 apparaissent comme confondus avec le
point p.

2. Observation dans loculaire de grossissement 1/A? : seuls les points p, p4 et
p7 sont observés.

3. Observation dans loculaire de grossissement 1/+/A : tous les points considé-
rés sont observés, les points p1, p2, Ps, P4, P7 apparaissent comme confon-
dus avec le point p, les points pg et pg apparaissent comme confondus.

grossissement 1/v/A grossissement 1/A grossissement 1/A?

FIGURE 6.3

Le microscope de grossissement 1/A permet de modéliser certains types d’ob-
servation, certaines fagons usuelles d’effectuer des approximations. On peut ainsi
dire que le physicien ou l’ingénieur qui, lorsque pour une variation infinitésimale A
d’une variable, considére comme négligeables les expressions de la forme A - e ou
€ est un infiniment petit, observe le phénomeéne qu’il étudie au travers de l’oculaire
d’un microscope de grossissement 1/A .

Si on revient & ce qu’on disait a la page 91 concernant la fagon dont Fermat
cherchait les maxima, on peut aussi dire que Fermat observait les variations de la
fonction dans 'oculaire d’un microscope de grossissement 1/e !
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6.9 Exercices

Soit A un ip > 0.

1. Dirigeons le microscope de grossissement 1/A, puis de grossissement 1/A? et
enfin de grossissement 1/+/A vers 1. Comment observe-t-on alors les nombres
suivants 7 Représentez cela sur trois dessins (un par grossissement).

I = 1+7A2 s Ty = 1+2A

r3= 1—3A2 , x4 = 14+2A —100A2
25— 1-3A . zg= —3A2410°A3
zr= 1-3A4+9A%2 | 4= 1+V/A-2A
Tg = 1-— 2\/Z 5 10 = 1+ \S/Z

= 14+VA . Tio= 14+2A4+T7A?
13 = 11+ 10— 100 R T4 = 14 106A3 .

2. Dirigeons le microscope de grossissement 1/A vers le point du plan (1,2)
et regardons dans l'oculaire. Les points suivants sont-ils observés? Si oui
comment 7 Représentez cela sur un dessin.

(1+ A2+ A?), (1-A,2+A),
(2,2—A), (14 A,2—10A3),
(1—A+10%A% 2 + A +103A3), (14 100A2,2 — 3A2),

(1+A,2+VA), (1—A+10A%2+ A —105A2) .



Chapitre 7

Tangente a une courbe

Commengons par une observation sur un exemple. Considérons la parabole d’équa-
tion y = x?. Observons la parabole par exemple & l'origine et en (1,1) en nous
plagant dans des voisinages de plus en plus étroits des abscisses 0 et 1 : on constate
que le tracé de la courbe dans le voisinage considéré se rapproche de plus en plus du
tracé d’une droite pour finalement sembler s’identifier & un segment de droite (voir
la figure 7.1 pour le zoom au point (1,1) et la figure 7.2 pour le zoom a l'origine).

1.1
1.4
1.5 1.05
1.2
0.6 1.4 0.96 1.04
0.8 1.2
0.5
0.8 0.95
0 0.9

2

FIGURE 7.1: parabole y = 2, zoom en (1,1) .

Nous allons utiliser le microscope de grossissement 1/A, dans ce chapitre A
représente toujours un infiniment petit > 0.

99
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0.5 0.1
0.2 \ / 0. 04
0 0
0-2675 0 os 0%t 0 0.1
0.02 0. 0004
0.01 0. 0002
0 0
0008 . — -0- 00035 5504 0 0. 0004

FIGURE 7.2: parabole y = 22, zoom & l'origine.

7.1 Tangente & un graphe

Envisageons le cas général d’un graphe de fonction. Plagons-nous dans le plan
hyperréel. Ce que nous venons d’observer va se confirmer. Le graphe de f peut
également étre considéré dans le plan hyperréel : ¢’est Pensemble des points (z,y)
du plan hyperréel tels que y = f(x). De méme toute droite de R? se prolonge dans le
plan hyperréel : si ’équation de la droite est Az + By+C =0 (ou A, B, C sonts des
constantes réelles), le prolongement de la droite dans le plan hyperréel est constitué
des points (x,y) de *R? vérifiant la méme équation Ax+ By+C = 0. Ainsi la droite
D peut également étre considérée dans le plan hyperréel.

Supposons [ dérivable en o et définie dans un voisinage de xo . Dirigeons le
microscope de grossissement 1/A vers le point (xg, f(z)) et observons la portion
du graphe dans I'oculaire. On observe donc la portion de graphe formée des points
dont ’abscisse est de la forme x¢ + Az . La variation d’abscisse Az est observable
dans l'oculaire, elle est donc O(A). D’aprés le Théoréme des accroissements infi-
nitésimaux, on a

flxo + Az) =a f(zo) + Az - f'(20) - (7.1)
Considérons le point p; du graphe de f d’abscisse zo + Az et le point
p2 = (20 + Az, f(x0) + Az f'(20)).

D’apres (7.1) ces deux points sont /za , les points p; et ps sont donc observés comme
confondus dans 'oculaire du microscope. Examinons de plus prés le point po, les
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Lo

. ) . 1
FIGURE 7.3: observation avec le 'microscope’ de grossissement A

coordonnées de po vérifient ’équation

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0) , (7.2)

le point ps est donc un point de la droite 7" dont ’équation est (7.2). Le point p; est
donc observé dans 'oculaire comme étant sur la droite 7. On vient donc de montrer :

dans l’oculaire du microscope le graphe est observé comme une droite !

Cette droite T est donc remarquable, on 'appelle la tangente au graphe de f au
point (xg, f(xg)). Par conséquent, l’équation cartésienne de la tangente au graphe

de f en (o, f(x0)) est

|y = F(wo) = f'(wo)(@ — 20) |. (73)

Le coefficient angulaire de la tangente en (zq, f(z0)) vaut donc f'(zo) .

Si f est dérivable en xg et définie d’un seul coté de x(, par exemple & droite, alors
dans le raisonnement ci-dessus on prend seulement des Ax infiniment petits > 0, le
graphe est alors observé dans 1’oculaire du microscope comme une demi-droite, cette
demi-droite est alors appelée la demi-tangente au graphe en (zo, f(20)) .

On peut également interpréter graphiquement la différentielle dans le plan carté-
sien. Considérons une variation d’abscisse Ax réelle # 0. Soit y (xo+Ax) Pordonnée
du point de la tangente d’abscisse xg + Az, d’aprés (7.3) on a

ye(zo + Az) = f(zo) + dfey (A) -
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o T + Az

FIGURE 7.4: Différentielle, interprétation géométrique dans R?.

Par conséquent :

dfuo (Ax) est la différence d’ordonnée entre le point du graphe d’abscisse
xo et le point d’abscisse xo + Ax de la tangente T .

Ainsi quand on évalue f(xzg+ Az) — f(xo) au moyen de df.,(Az), on effectue une
erreur e(Az) (illustrée sur la figure 7.4) et on se déplace sur la tangente T' au lieu
de se déplacer sur la graphe de f.

7.2 Notion de courbe plane

Les graphes de fonction constituent un type particulier de courbe plane (ainsi
toute verticale ne peut couper un graphe qu’en un seul point). Mais il existe d’autres
types de courbes, de plus des courbes qui pourraient étre des graphes de fonction
pourraient étre données autrement que par une équation de la forme y = f(x).
On pourrait bien entendu permuter le role de x, y et donner une courbe par une
équation de la forme z = f(y), mais cela est bien entendu tout aussi particulier.
Plus généralement on peut se donner une courbe par son équation cartésienne
c’est-a-dire par une égalité dont les inconnues sont les coordonnées x, y, une telle
équation peut toujours se mettre sous la forme

F(z,y)=0, (7.4)

la courbe considérée est alors ’ensemble de tous les points (z,y) vérifiant (7.4). Par
exemple le cercle de centre l'origine et de rayon r a pour équation cartésienne
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Ihyperbole équilatére de centre l'origine et ayant le point (a,0) comme sommet a
pour équation cartésienne

est I’équation cartésienne de la courbe représentée sur la figure 7.5.

FIGURE 7.5: courbe d’équation x? — 23 = ¢2.

Une autre fagon naturelle d’envisager une courbe est de la considérer comme
engendrée par le mouvement d’un point dont le déplacement dépend d’un paramétre
réel (hyperréel si on se place dans le plan hyperréel), 'exemple le plus naturel est
donné par une trajectoire d’un point se déplacant dans le temps, le paramétre choisi
étant le temps. Ainsi un point p animé d’ou mouvement circulaire uniforme autour
de Vorigine va décrire un cercle caractérisé par les deux équations

x = rcoswt , y =rsinwt (7.6)

ou 7 et w sont deux constantes, respectivement le rayon du cercle et la vitesse
angulaire (ou la pulsation), et ou ¢ est le temps. Mais on pourrait décrire ce méme
cercle en prenant comme parameétre la mesure 6 de I’angle au centre formé par ’axe
des x et le vecteur 075, les points du cercle étant alors donnés par les équations

x =rcosf , y =rsinf (7.7)

le parametre # variant alors dans [—m, 7] ...ou dans [0, 27].
Considérons maintenant un point tournant autour de ’origine, la vitesse angu-
laire étant constante, et s’éloignant de l'origine & vitesse constante, supposons en
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plus que la position initiale en ¢ = 0 soit 'origine, la courbe décrite ainsi par le
point p s’appelle une spirale d’Archiméde. Cherchons des équations décrivant
cette courbe. Soit p la distance du point p a lorigine (notée o), et de nouveau 6
la mesure de l'angle orienté formé par 'axe ot et le vecteur (Tf) , les nombres p,
0 sont appelées les coordonnées polaires de p. La trajectoire du point est donc
caractérisée par

0 = wt , p=at

ot w (la vitesse angulaire) et a sont des constantes > 0. Remarquons que les coor-
données cartésiennes et les coordonnées polaires sont liées par

‘x:pcosﬁ , x = psinf ‘

La spirale d’Archiméde a donc pour équations

x = atcos(wt)
{y = at sin(wt) (7.8)

ou t varie dans [0, +oo[. Mais on pourrait aussi décrire la spirale d’Archimede en
considérant 6 comme paramétre, les équations de la spirale deviennent alors

{x = kb cos0 (7.9)

y = kOsinf

ou le parametre ¢ varie aussi dans [0, +o0o[ et ou la constante k vaut a/w. La portion
de spirale d’Archimeéde correspondant & 6 € [0, 1?7”] et k = 1 est représentée sur la
figure 7.6.

SAVA

FIGURE 7.6: portion de spirale d’Archiméde pour 6 € [0, 1777’]

Lorsqu’on décrit une courbe plane au moyen de deux équations de la forme

{x = o(u) (7.10)

y =y(u)
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ou la variable réelle u varie dans un ensemble F précisé, les équations (7.10) sont
appelées les équations paramétriques de la courbe et u est le paramétre dont
le mouvement engendre le mouvement du point sur la courbe. Ainsi (7.6) et (7.8)
constituent les équations paramétriques du cercle, respectivement de la spirale d’Ar-
chimede le parameétre choisi étant le temps ¢, il en est de méme de (7.7) et (7.9) le
parameétre choisi étant cette fois 6.

Voici quelques autres exemples de courbes données par leurs équations paramé-
triques, commengons par le plus simple.

Droite
Soient pg = (zo,yo) un point et ¥ = (v1,v2) un vecteur non nul. Considérons la
droite D passant par pg et ayant la direction de v. Les points p de cette droite sont
caractérisés par le fait que ﬁ est nul ou a la méme direction que v, autrement dit
par le fait qu’il existe A réel tel que Iﬁ = AU, les points p de D sont donc donnés
par
op=o0py+ A0 ouNeER.

Les équations paramétriques de D sont donc

— 20+ A
TOSTAAL G AER,
Yy =y + vz

c’est-a-dire
P =po+ AU ou e R.

Si maintenant on considére le segment S joignant deux points py et p1, on prend
pour v le vecteur popi et on se limite & prendre A € [0, 1], les points p du segment
S sont donnés par p = pg + Apopi c’est-a-dire

p=Ap1+(1—XN)po ou A€ (0,1].

Lorsqu’on donne des équations paramétriques, il faut donc toujours bien préci-
ser ot varie le paramétre, en changeant cet ensemble on peut obtenir des portions
différentes d’une méme courbe.

Graphe d’une fonction réelle d’une variable

Soit f une fonction réelle définie dans un ensemble E. Pour écrire les équations
paramétriques du graphe de f, il suffit de prendre comme paramétre ’abscisse x
renommeée par exemple u et on obtient ainsi les équations paramétriques

{x: ;ﬁ() avec u € F .
y = u

Ellipse
Soient a, b des réels 0. On sait que ellipse de centre 'origine et de sommets (a,0),
(0,b) c’est-a-dire l'ellipse dont I’équation cartésienne est



106 Chapitre 7. Tangente & une courbe

a pour équations paramétriques

e c.ose avec 0 € [—m, 7] . (7.11)
y= bsinf

FIGURE 7.7: mouvement engendrant la cycloide .

Cycloide
Considérons une droite D horizontale, un cercle mobile de centre ¢ et de rayon r
et un point p fixé sur ce cercle. Faisons rouler (sans glissement) le cercle sur D et
supposons qu’a l'instant 0 le point p se trouve sur D . La trajectoire décrite par le
point p s’appelle une cycloide. Cherchons ses équations paramétriques.
Prenons comme axe des z la droite D et plagons 'origine a la position initiale de
p. Soit p = (x,y) . Prenons comme parameétre la mesure de 'angle au centre t/c—z\a ol
t est le point de contact entre le cercle et la droite D (voir figure 7.7). A 'instant 0
on a # = 0 Puisque le cercle roule sans glissement, la longueur de I'arc de cercle tp,
a savoir Or, vaut la longueur du segment ot . Par conséquent ¢ = (0r,r), d’ou
{x— 70 — rsind ' (7.12)

y= r—rcosf

Voici donc les équations paramétriques de la cycloide ou 8 peut varier dans [0, 4o00].

, , . . N 5
Sur la figure 7.8, on a représenté la portion de cycloide correspondant a 6 dans [0, <]
et r=1.

7.3 Tangente a une courbe

On a vu comment était définie la tangente en un point du graphe d’une fonction.
On voudrait maintenant étendre cela a une courbe plane quelconque.

Considérons une courbe plane C donnée au moyen d’une équation cartésienne ou
au moyen d’équations paramétriques. Remarquons que cette courbe s’étend dans le
plan hyperréel en prenant les points du plan hyperréel vérifiant la méme équation
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T 2m

FIGURE 7.8: portion de cycloide pour 6 € 57” et r=1.

cartésienne ou les mémes équations paramétriques (le parameétre étant alors pris
hyperréel). Soit pp un point de R? se trouvant sur la courbe C. Nous voudrions
définir la tangente a la courbe C en pg, pour cela inspirons-nous de ce qui a été fait
plus haut a propos d’un graphe de fonction.

Définition (Tangente a une courbe).

Soit D une droite passant par py. La tangente a C en pg est la droite D si, quel que
soit A infiniment petit > 0, la courbe C est observée dans l'oculaire du microscope
de grossissement 1/A dirigé vers py comme étant la droite D .

Nous aurons besoin de la propriété suivante :

Proposition 19. Soit D une droite d’équation Az + By+ C =0 ou A, B, C sont
des réels. Si le point (u,v) du plan hyperréel vérifie Au+ Bv 4+ C ~a 0, alors ce
point est A d’un point de la droite D (considérée dans le plan hyperréel).

Démonstration. Un des deux nombres A, B est non nul, envisageons le cas B # 0.
Supposons Au + Bv + C =~ 0. 1l existe ¢ infiniment petit tel que

Au+Bv+C=A-¢.

Ne modifions pas I’abscisse et changeons 'ordonnée en prenant
—A-¢
5
Ainsi (u,v) ~a (u,w). De plus Au+ Bw + C =0 et (u,w) est sur la droite D. O

wi=v—

Cherchons quelques tangentes & des courbes données au moyen d’une équation
cartésienne.

Exemple 7.1. Tangente a Uhyperbole > — y? =1 au point p; = (2,/3).

Solution. Considérons un point p = (u,v) de I'hyperbole observé dans 'oculaire
du microscope de grossissement 1/A pointé vers p1, on a

u=2+ Az , v=13+Ay
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ot Az, Ay sont O(A) puisque Az, Ay sont des mesures observées dans l'oculaire.
Il s’ensuit
2+ Az)> — (V3+Ay)? =1
d’ou
4Az + (Az)? — 2v3Ay + (Ay)* =0

d’ot, puisque (Ax)? et (Ay)? sont o(A),

4Az — 2V/3Ay =~A 0.
Il s’ensuit

du —2V30 — 2~ 0
et le point p est observé comme étant sur la droite 2z — v/3y — 1 = 0. Cette droite
est donc la tangente & 'hyperbole au point p;.

Exemple 7.2. Tangente & la courbe C; d’équation 22 — x> = y? en un de ses points.

La courbe C; est représentée sur la figure 7.5.
Solution. Prenons d’abord le point py = (—1,v/2). Soit p = (u,v) un point de C;
observé dans loculaire du microscope de grossissement 1/A pointé vers ps. On a

u=—-1+Azx , v=V2+ Ay
avec Az, Ay qui sont O(A). 11 s’ensuit
(=14 Az)? — (-1 + A2)® = (V2 + Ay)?
d’olt successivement

—2Az + (Ax)? —3Az + 3Az% — Az® = 2V2Ay+ Ay?,
5Az +2vV2Ay ~a 0,
5u + 2v20 + 1 ~a 0.

Le point p est donc observé sur la droite d’équation 5z +2v/2y+1 = 0 et cette droite
est donc la tangente & C; en po.

Comme on le remarque sur le tracé de C, origine semble un point particuliére-
ment intéressant, voyons ce qui S’y passe.
Utilisons encore le microscope de grossissement 1/A pointé cette fois vers l'origine.
Soit p = (Ax, Ay) un point de C; observé dans l'oculaire. Les variations Az, Ay
sont donc O(A). On a

(Ax)* — (Ax)® = Ay?, (7.13)

une analyse plus fine est alors nécessaire car les deux membres de (7.13) sont o(A).
On a
(Az)? — (Ay)? = (Az)?

d’otl, en divisant par A2,

Ax—Ay_Ax—l—Ay_ &

2 _
A A (A)Ax—IP.
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Si un produit de deux limités est infiniment petit, un des deux facteurs doit étre
infiniment petit, par conséquent

M:HD ou M:HD

A A

autrement dit
Ax ~a Ay ou Az ~a —Ay .

Le point p est donc observé comme étant sur la droite y = x ou sur la droite y = —x,
la courbe C; est donc observée dans I'oculaire comme étant 'union des deux droites
y =z, y = —x. Dans un cas pareil, on dit que la courbe C admet a l’origine
deux tangentes a savoir ces deux droites.

2k

FIGURE 7.9: courbe d’équation 422 — 32 = z*.

Exemple 7.3. Cherchons la (les) tangente(s) a Uorigine & la courbe Co d’équation

4o —y? =2t .
Cette courbe est représentée sur la figure 7.9.
Solution. Utilisons de nouveau le microscope de grossissement 1/A pointé vers
Porigine. Soit p = (Ax, Ay) un point de Co observé dans 'oculaire; Az, Ay sont
donc O(A). On a
4(Az)® — (Ay)? = (Az)*,
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d’oi, en divisant par A2,

2Az — Ay 2Az+Ay Az

2 2 _
A A ( A )*(Ax) 1P .
Par conséquent
2Az — Ay 2Az + Ay
—QFR = IP ou — QA - ir

autrement dit
2Ax ~a Ay ou 2Az ~aA —Ay.

Dans 'oculaire du microscope le point p est donc observé comme étant sur la droite
y = 2x ou sur la droite y = —2xz. Il y a donc deux tangentes & 1’origine & savoir ces
deux droites.

-3 -2 -1 1 2 3

2 _,3

FIGURE 7.10: courbe d’équation x* = y°.

2 _ .3

Exemple 7.4. Cherchons la tangente a lorigine a la courbe C3 d’équation x T

Cette courbe est représentée sur la figure 7.10.
Solution. Soit p = (Az, Ay) un point de Cs observé dans l'oculaire du microscope
de grossissement 1/A dirigé vers l'origine ; Az, Ay sont donc O(A). On a

2(Az)? = (Ay)®,
d’oi, en divisant par A2,

Az, AVTION )
(P = (ZP(ay) = 1P

par conséquent Az/A est ip, d’ott Az =a 0. Dans 'oculaire du microscope, le point
p est donc observé comme étant sur la droite x = 0. De plus ici forcément Ay > 0.
Par conséquent dans 'oculaire la courbe est observée comme la demi-droite verticale
xz = 0,y > 0. On dit alors que cette demi-droite est la demi-tangente a la
courbe a l’origine.

Le principe que nous appliquons pour définir et chercher la tangente & une courbe
remonte a P. Fermat. Dés la fin de la premiére moitié du 17¢ siécle, P. Fermat
cherche des tangentes en appliquant cette idée. En effet observons comment Fermat
cherche la tangente en un point de la parabole d’équation y? = 2pzx. Référons-nous
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au dessin (7.11) ; le temps de cet exemple, comme Fermat, notons les points par des
majuscules. Le point P, d’abscisse x et d’ordonnée y, désigne le point considéré sur
la parabole, A est sa projection sur Ox et S l'intersection de la tangente avec Oz.
Pour déterminer la tangente, Fermat détermine la mesure de la sous-tangente c’est-
a-dire la mesure de SA, cette mesure est notée s. Voici comment procéde Fermat,
il considére d’abord le point @ de la parabole d’abscisse x — e ou e est infiniment
petit. Ensuite il prétend que le point Q est sur la tangente! Ainsi pour des variations
d’abscisse infinitésimales, il confond la courbe avec sa tangente.

Y

FIGURE 7.11: Tangente a la parobole d’aprés P. Fermat

Fermat poursuit comme suit. En utilisant le Théoréme de Thales, il déduit
s Y

s—e u
ou u désigne I'ordonnée de Q. En élevant au carré et en utilisant I’équation de la
parabole, il déduit alors

d’ou
2 —2sx4+ex=0,
et finalement, en “effacant ” I'infiniment petit ex, P. Fermat obtient

s=2x.

Pour que ce raisonnement satisfasse les critéres de rigueur d’aujourd’hui, il suffit de
replacer 'observation de P. Fermat dans ’oculaire d’un microscope de grossissement
1/e et a bon escient de remplacer certaines égalités par la relation ~. .

7.4 Tangente & une courbe données par des équa-
tions paramétriques.

Envisageons la situation générale d'une courbe donnée au moyen de ses équations
paramétriques : soient a, b réels avec a < b, considérons une courbe C d’équations
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paramétriques

. :x(u) oua<u
{y () <u<b, (7.14)

soit up un réel de [a,b] et po le point (x(uo),y(up)). Cherchons la tangente a C en
po- Pour cela supposons que :

1. z(u) et y(u) sont dérivables en uy,
2. x(u) et y(u) sont continus dans [a,b],
3. au moins une des dérivées ' (ug), y'(uo) est non nulle,

4. le point py est un point simple de C c’est-a-dire qu’il ne correspond pas a deux
valeurs du parameétre u.

Pointons le microscope de grossissement 1/A vers pyg.

Soit p = (z(up + Au), y(up + Au)) un point de C observé dans l'oculaire. Envi-
sageons le cas ol pg n'est pas une extrémité de C, c’est-a-dire ug €la, b.

Montrons d’abord que Awu est infiniment petit. Soit u; = st(ug + Au). Vu la
continuité de x(u) et y(u) dans [a, b, on a (z(u1),y(u1)) =~ p et done (z(uy),y(u1)) =
Ppo- Le point py étant simple, cela entraine u; = ug et donc Au =~ 0. Posons

Az = z(up + Au) — x(ug) et Ay = y(ug + Au) — y(uo) ,

ces variations Az, Ay sont observables dans 'oculaire, elles sont donc O(A).
Montrons que Au est O(A). Envisageons par exemple le cas ou z'(ug) # 0.
D’aprés le Théoréeme des accroissements infinitésimaux, il existe ¢ ip tel que

Az =12'(up) - Au+e- Au,

d’ou il découle
Au 1 Az

A 2(uw)+e A
mais 2’ (ug) 4 € est appréciable et % est limité, par conséquent % est limité et Au
est O(A).
D’aprés le Théoréme des accroissements infinitésimaux, on a

Az = o' (ug) - Au et Ay ~a y (ug) - Au .
Le point p est donc =~ du point
p' = (z(uo) + 2’ (uo) - Au,y(uo) +y'(uo) - Au),

ce point p’ est un point de la droite D passant par pg et ayant la direction du vecteur
(2 (uo),y (up)). Ainsi le point p est observé comme étant sur la droite D, la courbe
C est donc observée comme étant la droite D.

Si po est une extrémité de C, on ne prend que des Au > 0 ou < 0 suivant
Iextrémité envisagé. La courbe est alors observée comme confondue avec une demi-
droite. En conclusion :
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Moyennant les quatre conditions précisées plus haut,
— 81 pg n'est pas une extrémité de C, la courbe C admet une tangente
en po ayant la direction du vecteur (a'(ug),y'(uo)) ;
— sipo est une extrémité de C, la courbe C admet une demi-tangente
en po ayant la direction du vecteur (2 (ug),y'(ug)) -

Envisageons le cas de la spirale d’Archiméde et de la cycloide.

Exemple 7.5. Cherchons la tangente a la spirale d’Archiméde aprés un quart de
tour et apres un tour complet.

Solution. Utilisons les équations paramétriques (7.9), le parameétre choisi est donc
0. On a

2/ (0) = k(cos @ — Osin ) , y'(0) = k(sinf + O cos0) ,

d’ou le vecteur (z'(0),y'(0)) a comme longueur kv'1+ 62 et est donc toujours #
T. La direction de la tangente au point (k6 cosd, kfsinf) est donc la direction du
vecteur

(cosf — Osinb,sinf + 0 cos ) .

En particulier aprés un quart de tour, le paramétre ¢ vaut 7, le point sur la spirale

est le point (0, %7') et le direction de la tangente est le vecteur (—m,2). En prenant
A comme paramétre pour d’écrire les points de la droite tangente, les équations
paramétriques de cette droite sont donc

k
T=—-TA , y=§—|—2)\ ou A e R

et I’équation cartésienne de la tangente s’écrit

2 +k77r
= ——x+ —.
y T 2

De méme aprés un tour complet, on a 6 = 2, le point est (2k7,0) et le vecteur
directeur de la tangente est (1,27) d’ot la tangente a pour équations paramétriques

x=2km+ A\ , y = 27w\ ou A eR

et pour équation cartésienne
y = 2nx — 4km? .

Exemple 7.6. Cherchons la tangente a la cycloide au point obtenu aprés un quart
de tour du cercle.

Solution. On utilise les équations paramétriques (7.12), le paramétre étant 'angle
au centre 6. On a

2’ (0) = r(1 — cosh) , y'(0) = rsinf
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d’on la longueur du vecteur (2/(0),y'(6)) vaut r/2 — 2 cos 0 et différe de 0 pour tout
0 # 2mm (m naturel). On peut donc chercher la tangente en tout point correspondant
a 0 # 2mm, c’est-a-dire en tout point de la cycloide ne se trouvant pas sur 'axe
oz . Cherchons la tangente a la cycloide au point obtenu aprés un quart de tour du
cercle. Alors 0 = /2 et
j— m .
p=( S r);

la tangente en ce point a pour direction le vecteur (1, 1), les équations paramétriques
de cette droite tangente sont donc

x:gr—r—i—)\ , y=r—+A

et I’équation cartésienne s’écrit y = x + 2r — I-

3 -

Remarques :

1. Si le parameétre ug est égal & une des extrémités de Uintervalle [a, b], alors
la variation infinitésimale Awu a un signe constant (> 0 si ug = a et < 0 si
up = b), les points de la courbe observés dans 1'oculaire sont observés sur une
méme demi-droite issue de pg, alors ces demi-droites sont les demi-tangentes
aux extrémités de la courbe..

2. La courbe C est fermée lorsque son origine coincide avec son extrémité c’est-
a-dire lorsque (x(a),y(a)) = (z(b),y(b)). Il se pourrait donc qu’en ce point il
y ait deux demi-droites tangentes. Pour qu’il y ait une seule tangente il faut
donc que les vecteurs directeurs de ces demi-droites soient égaux, pour cela il
suffit que 2/(a) = 2/(b) et 3/'(a) = y'(b). C'est ce qui arrive par exemple dans
le cas d'un cercle et d’une ellipse.

3. Sila 4¢ condition (selon laquelle le point est simple) n’est pas vérifiée, alors le
point pg correspond a plusieurs valeurs du paramétre u et il se peut qu’alors
la courbe admette plusieurs tangentes en py .

Exemple 7.7 (Courbes de Bézier du 3¢ degré). Considérons quatre points distincts
et mon alignés du plan : pg, p1, p2 et p3. L’enveloppe convexe de ces quatre
points est le plus petit ensemble convexe contenant ces quatre points (un ensemble
est dit convexe lorsqu’il contient tout segment de droite joignant deuz de ses points).
Cette enveloppe convexe est donc le quadrilatére convexe dont les sommets sont les
quatre points considérés. On peut prouver que l’enveloppe convexe de ces points est
l’ensemble des points p tels que

3 3
p:Z)\kpk avec Z)\kzl et \p,. > 0.
k=0 k=0

La courbe de Bézier associée aux points pg, p1, P2, P3 est la courbe définie
par

3
p(t) = Z C5t" (1 —1)* *py, avect € [0,1].
k=0

Les points po, p1, P2, P3 sont appelés les points guides de cette courbe de Bézier.
Nous alons montrer :
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— la courbe de Bézier est contenue dans [’enveloppe convexe de pg, p1, P2, P3-
— la courbe de Bézier a pour tangente en pqo la droite passant par po et py et
pour tangente en ps la droite passant par ps et ps.

P3

x
Po M

y2

FIGURE 7.12: deux courbes de Bézier se raccordant en p3

Solution. 1) Posons A (t) = C5t*(1 —¢)3=%. Alors A\x(t) > 0 et

3

3
ST = S Ch -t = e+ (- )P =1,
k=0

k=0

la courbe de Bézier est donc dans ’enveloppe convexe de pg, p1, P2, P3-

2) En posant
F(t) = (1 — t)°0p) + 3t(1 — £)20p, + 3t%(1 — t)ops + t°op,
on a
F'(t) = —3(1—t)%6p3 4+ 3(1 — t)%0p) — 6t(1 — t)op, + 6t(1 — t)op} — 3t20p) + 3t>0p}

c’est-a-dire
F'(t) = 3((1 — 1)°popi +2t(1 — )piP} + t*pap)
Par conséquent
F'(0) = 3pop, et F'(1) = 3p2p}
et la tangente en pg, resp. en ps, a donc la direction de ITPL resp. 17]93) O

Les courbes de Bézier du troisiéme degré sont fréquemment utilisées par les logi-
ciels de dessin pour le tracé de courbes. En fait dans ces applications on raccorde des
courbes de Bézier successives de telle sorte qu’au point de raccord les deux courbes
de Bézier aient la méme tangente et cela est possible vu le résultat prouvé ci-dessus :
si les points po, p3, p4 sont choisis sur la méme droite, la courbe de Bézier corres-
pondant aux points pg, p1, P2, P3 et la courbe de Bézier correspondant aux points
Pp3, P4, P5, Pe auront la méme tangente en leur extrémité ps, cette situation est
illustrée sur la figure 7.12.
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7.5

1.

Exercices

Dirigeons le microscope de grossissement 1/A vers le point du plan (1,2)
et regardons dans 'oculaire. Les graphes suivants sont-ils observés ? Si oui,
comment ?

— Graphe de z — z? + 1.

— Graphe de z — 37:"11 )

— Graphe de z — Vo + 3.

— Graphe de x — %arctgx.

Cherchez I’équation cartésienne de la tangente au graphe de la fonction au
point indiqué :

Fonction Point

f(z) :== ;%7 | point d’abscisse 2
arcsinz point d’abscisse 1/2
arctg x point d’abscisse 1

Considérons l'ellipse d’équation 22 4+ 4y? = 4. Cherchez de trois facons diffé-
rentes la tangente & cette ellipse au point d’abscisse 1 et d’ordonnée positive.

En utilisant la définition de la tangente, cherchez de deux fagons différentes
(définition de la tangente et tangente & un graphe)la tangente a la courbe Cy
d’équation 2® + 4% =5, au point po = (1,y0) avec yo > 0.

Soit H I'hyperbole d’équation 22 — 4y? = 1 et soit pg le point de H d’abscisse
2 et d’ordonnée positive.

Cherchez la tangente a 'hyperbole en ce point

— en utilisant la définition de la tangente et le microscope

— en utilisant les équations paramétriques de I’hyperbole

. Cherchez les équations paramétriques et I’équation cartésienne de la tangente

a la courbe Cy d’équations :
t
3+ 2cos(t) , y:1+2sin(§)

au point po correspondant a top = 7 .

. Cherchez la tangente au point (1,1) de la courbe d’équation 2 + y3 = 2.

. Folium de Descartes

Soit a une constante réelle > 0. Le folium de Descartes a pour équation
234 y® —3axy = 0.

— Cherchez la tangente au point d’intersection du folium avec la premiére
bissectrice, autre que l'origine.
— Que se passe-t-il a lorigine.

. Cardioide

La courbe dont I’équation en coordonnées polaires est
p=a(l+ cosb) oud € [—m, 7]

est appelé une cardioide. Elle est représentée sur la figure 7.14
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20F

FIGURE 7.13: folium de Descartes (a=1)

Y

FIGURE 7.14: cardioide (a=1)

— Ecrivez les équations paramétriques de la cardioide.
— Pourquoi la cardioide est-elle symétrique par rapport a 'axe des =7
— Cherchez la tangente au point de la cardioide correspondant a ¢ = 7 et
au point correspondant a § = 7.
10. Lemniscate
Le lemniscate a pour équation

(1,2 _|_y2)2 _ 2(12(562 _y2) =0

ol a est une constante réelle > 0.

— cherchez la tangente au pont d’abscisse a,

— dans le cas ot @ = 4, cherchez la tangente au point d’abscisse 2 et d’or-
donnée > 0,

— que se passe-t-il & lorigine.
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11.

12.

0.5

-0.5

-1.0

FIGURE 7.15: lemniscate (a=1)

La conchoide de Nicoméde est la courbe définie en coordonnées polaires par
I’équation
1+ ! Tep<l
= —— avec — — =.
P cosf 2 2
s

— Cherchez la tangente au point de la conchoide correspondant a 0 = 7 .
Donnez les équations paramétriques et I’équation cartésienne de la tan-
gente.

— Faites de méme en 6 =0.

— Revenons a la conchoide. Quelle symétrie voit-on dans la conchoide ? En

faisant varier € et en déduisant comment varie p, tracez la conchoide.
Soit a une constante réelle > 0. Les équations paramétriques de I'astroide

sont
r = acos3(t)
avec — Tt <t<m.

y = asin®(t)
Cherchez la tangente a I'astroide au point correspondant a ¢ = % . En utilisant
la méthode vue plus haut, peut-on chercher la tangente au point correspon-
dant at =07



Chapitre 8

Espace a n dimensions

8.1 Espace réel et hyperréel & n dimensions

Ici n représente un naturel > 2.

On a déja considéré le plan euclidien R? et le plan hyperréel *R2. Cela s’étend
naturellement a la dimension 3 et plus généralement a la dimension n. R™ est I'en-
semble de toutes les listes (1,22, ..., 2,) de nombres réels et *R™ est ’ensemble de
toutes les listes (z1, z2, . . ., z,) de nombres hyperréels. Le nombre zj, est appelé la k¢
coordonnée du point (z1,xa,...,x,). Ainsi, dans R™ les coordonnées des points sont
des réels et dans *R"™ les coordonnées des points sont des hyperréels. Comme dans
I’espace a deux dimensions, les points de *R” sont désignés par des lettres grasses, si
on utilise les lettres x, y, z, on convient que xy, Yy, 2; représentent respectivement
la k¢ coordonnée de x, y, z.

b!

FIGURE 8.1: [a,d'] X [b, V'] FIGURE 8.2: [a,d’] X [b,b] X [¢, ]

Soient A, B, C' des parties de R ou *R, on définit

AxB = {(u,v) : u€Aetve B},
AxBxC = {(u,v,w) :ucAetveBetwelC}.

119
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Plus généralement, pour tout naturel n non nul, A; x Ay x ... A, est ’ensemble
des listes (x1,22,...,x,) tels que chaque z; est dans A;. Ainsi [a,a’] X [b,V] est le
rectangle du plan réel représenté sur la figure 8.1 et [a, a’] x [b, '] X [¢, ¢] représente
le parallélépipéde rectangle représenté sur la figure 8.2.

Si x et y sont deux points de R™ ou de *R", la distance entre x et y est donnée
par

Muni de cette distance, R™ est appelé I'espace euclidien ou l’espace réel a n
dimension et *R” ’espace hyperréel & n dimensions. La distance d’un point x
a Porigine est aussi appelée la norme de ce point et est notée ||x||, autrement dit

Les définitions et propriétés vues & propos du plan hyperréel a la section 6.7
s’étendent naturellement a l’espace hyperréel de dimension n. Ainsi on définit :

un point de *R™ est limité lorsque sa norme est un nombre limité. Deux points X, y

de *R"™ sont infiniment proches, en abrégé x ~ vy , lorsque leur distance est infiniment
petite.

On a encore :

un point de *R"™ est limité si et seulement si toutes ses coordonnées sont limitées.
Deux points de *R™ sont infiniment proches si et seulement si leurs coordonnées
respectives sont infiniment proches. Deuz points de R™ sont =~ si et seulement si ils
sont égauz.

La notion de partie standard s’étend de la méme fagon, de méme pour la monade :

tout point x limité de *R"™ est infiniment proche d’un et d’un seul point de R™, appelé
évidemment la partie standard (ou la partie observable) de x et noté st(x), de plus
st(x) = (st(z1),...,st(zy)). La monade ou halo d’un point xo de R™ est I’ensemble
de tous les points de *R™ infiniment proches de xq.

Par exemple soit ¢ ip non nul et considérons les points suivants de *R*

x = (1—¢,-14+36,2—¢c+¢e% —3+100¢)
= (143 -1, 1+€ 2¢)

z = (1+5€ —&,24 5e,—3 — 3¢)

w = (1—6—2—|—5 -1).

Alors x, y, z sont limités, les points x, z sont infiniment proches mais ne sont pas
infiniment proches de y, de plus

st(x) =st(z) = (1,-1,2,-3) et st(y) = (1,—1,1,0) ;
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par contre le point w n’est pas limité et n’a donc pas de partie standard, en effet sa
deuxiéme coordonnée est infiniment grande.

De la méme fagon, si A est ip # 0, la relation &~a et la propriété 18 (page 94)

s’étendent aussi & *R", on peut étendre naturellement la définition et 1'utilisation
du microscope de grossissement 1/A a *R™.

On additionne des points de R™ et *R"™ en effectuant 'opération sur chacune des
coordonnées : Soient x et y dans *R" et soit A un hyperréel, on définit x +y et Ax
en posant

x+y:=(x1+y1,22+ Y2,y T+ Yn) , AX = (A1, AZa, ..., ATy

De la sorte R™, *R"™ forme des espaces vectoriels sur le corps des réels, respectivement
le corps des hyperréels.

8.2 Utilisation des fonctions réelles de plusieurs va-
riables dans les hyperréels

On sait que toute fonction réelle f d’'une ou plusieurs variables s’étend en une
fonction hyperréelle appelée ’extension standard de f et notée encore f. L’ensemble
de définition d’une fonction réelle de n variables est une partie de R™ et ’ensemble
de définition de son extension standard est une partie de *R™. Ce qui a été dit pour
les fonctions réelles d’une variable au chapitre 4, s’étend aux fonctions réelles de n
variables.

Par exemple : soit h la fonction réelle de deux variables définie par

h(z,y) := arcsin(z 4+ y) , (8.2)

alors I'équation h(x,y) = h(x,y) a dans les réels les mémes solutions que le systéme
standard
“1<z+y<l1 ; (8.3)

il en est donc de méme dans les hyperréels, d’ot h(z,y) est défini dans les hyperréels
lorsque (8.3) est vérifié. De plus dans les réels ’équation h(x,y) = arcsin(z + y) a
les mémes solutions que —1 < z +y < 1, il en est donc de méme dans *R. Pour
tous hyperréels x, y tels que —1 <z 4y < 1, on a donc h(x,y) = arcsin(x +y) . En
général :

Soit f une fonction réelle de n variables x1, 2, ..., Ty .

— Si dans les réels l'ensemble de définition de f est composé
des points (x1,22,...,T,) de R™ wvérifiant un systéme standard
S(x1,x2,...,2y), alors Uensemble de définition de l'extension stan-
dard de f est composé des points (x1,22,...,T,) de *R™ vérifiant le
méme systeme S(x1,T2,...,Ty) .

— Si dans les réels les valeurs de f se calculent au moyen d’un systéme
standard, les valeurs de f dans les hyperréels se calculent au moyen
du méme systéme standard.




122 Chapitre 8. Espace a n dimensions

8.3 Extension standard des parties de R, ...de R".

Tout intervalle I de R s’étend en un intervalle *I de *R en prenant les mémes
inéquations que dans R. Nous avons aussi vu que le graphe d’une fonction réelle et
que toute droite de R? se prolongeait dans *R? et cela en prenant la méme équation
que dans R?. Cela est un cas particulier d’'une notion plus générale : nous allons
voir que pour toute partie A de I'espace réel a une, deux, ..., n dimensions a une
extension * A dans I'espace hyperréel de méme dimension. Nous allons faire de méme
pour tout ensemble de ’espace réel caractérisé par un systéme standard :

Soit S1(x) un systéme standard. Si A est l'ensemble des réels x vérifiant S1(z), alors
* A représente l’ensemble des hyperréels x vérifiant le méme systeme standard Sy (z) .

Soit Sa(xz,y) un systéme standard. Si B est ’ensemble des points (x,y) du plan R?
tels que le systéme Sa(x,y) soit vérifié, alors *B représente l’ensemble des points
(x,y) du plan hyperréel tels que Sa(x,y) soit vérifié.

Plus généralement, soit S(x1,...,x,) un systéme standard de n variables. Si E est
Uensemble des points (21, ...,x,) de R™ tels que le systéme S(x1, ..., xy) soit vérifié,
alors *E représente l'ensemble des points (x1,...,x,) de *R™ tels que S(x1,...,2Tn)
soit verifié.

*E, *A, *B s’appellent 'extension standard de E, A, de B.

Par exemple soit T le triangle du plan R? de sommets (—2,0), (2,0) et (0,2),
alors T est I’ensemble des points (z,y) du plan R? dont les coordonnées vérifient le
systeme

y=20 r+y<2 y—xr<2,

alors *T est I'ensemble des points (x,y) de *R? dont les coordonnées vérifient le
méme systéme. Par exemple, si € est ip > 0, les points (% +el4e),(l—e1—¢)
sont dans *T tandis que les points (2 —e,1 —¢), (1 4+¢&,1+¢) ne sont pas dans *T'.

De méme dans l'espace a trois dimensions, désignons par S la sphére de centre
lorigine de rayon r (réel > 0), autrement dit S est composé des points (z,y, z) de
R3 vérifiant 22 + 3% + 22 < r? | alors *S est composée des points (z,y, ) de *R3 tels
que 22 +y? + 22 < 2.

Montrons que l'extension standard ne change pas si on caractérise ’ensemble de
I’espace réel par un autre systéme standard. Par exemple, considérons une partie A
de R? pouvant étre caractérisée par un systéme standard Sp(x,y) et aussi par un
systéme standard Ss(z,y) . Alors dans les réels les systémes S1(z,y) et Sa(z,y) sont
équivalents, il en est donc de méme dans les hyperréels, ainsi ’extension * A obtenue
en utilisant Si(x,y) est la méme que celle obtenue en utilisant Sa(z,y) . Cela est
évidemment indispensable pour valider la définition de I'extension standard *A car
cela montre que ’extension standard ne dépend pas du systéme standard choisi pour
décrire A.

Ci-dessus on a vu qu’une partie de R™ qui était caractérisé par un systéme
standard, avait une extension standard. En fait

toute partie de R", en particulier tout ensemble de nombres
réels, a une extension standard.
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Pour voir cela utilisons la fonction caractéristique d’un ensemble. Pour toute partie
A de R”, on peut considérer la fonction caractéristique de A, notée §4 qui est
la fonction qui vaut 1 en tout point de A et 0 en tout point de R™ ne se trouvant
pas dans A. La fonction §4 est une fonction réelle de n variables, comme telle elle
s’étend & *R™ . Remarquons que A est exactement I’ensemble des (x1, ..., 2,) de R™
tels que

Oa(zy, ..., xn) =1, (8.4)

l’ensemble A peut donc étre caractérisé dans R™ au moyen de la seule formule stan-
dard (8.4). Par conséquent, ’extension standard *A existe et est ’ensemble des
points (z1,...,2z,) de *R™ tels que d4(z1,...,2,) = 1.

Etablissons quelques propriétés simples et naturelles de ’extension standard.
Raisonnons par exemple pour des ensembles de 1'espace & deux dimensions. Soit A
une partie de R2. Pour tous réels z, y, on a

da(z,y) - (1 —0da(x,y)) =0,

il en est donc de méme pour tout x, y hyperréels, et on a donc d4(z,y) = 0 ou
da(z,y) = 1.1l s’ensuit :

)1 si(z,y) €A,
(5A(x,y)—{0 si(z,y) € *A.

Par conséquent [’extension standard de d4 est la fonction caractéristique de * A dans
*R™ .

Si une fonction réelle f(z,y) a pour ensemble de définition A, alors dans R les
formules standard f(z,y) = f(x,y) et da(x,y) = 1 sont équivalentes, il en est donc
de méme dans *R, d’ou :
si dans les réels l'ensemble de définition d’une fonction réelle f est un ensemble A,
alors 'ensemble de définition de ’extension standard de f est I’ensemble *A.

Le passage de A a son extension *A respecte les opérations ensemblistes : si A,
B sont des parties de R™ , alors

“(ANB)="AN"B , "(AUB)="AU’B , *(A\B)="A\"B|.

Ces propositions se prouvent en utilisant les fonctions caractéristiques et en appli-
quant le Principe de transfert.

On obtient ainsi une nouvelle extension du Principe de transfert : dans un sys-

téme standard, on peut inclure des formules de la forme (z1,...,z,) € A ou de la

forme (z1,...,2,) € A, en effet la premiére est équivalente a la formule standard

0a(x1,...,2,) =1 et la seconde a la formule standard §4(x1,...,x,) =0, mais
dans les hyperréels on interprete la formule (x1,...,x,) € A par

(T1,...,2n) € *A et la formule (x1,...,2,) € A par (x1,...,2,) € *A.




124 Chapitre 8. Espace a n dimensions

8.4 Deérivées partielles

Considérons une fonction réelle f(x,y) de deux variables. Fixons une des variables
en lui donnant une valeur réelle, par exemple soit y fixé et réel, on obtient la fonction
réelle d’une seule variable  — f(x,y). On peut envisager la dérivée de cette fonction
et cette dérivée est appelée la dérivée partielle de f par rapport a =, cette dérivée

est notée f/ ou encore ! % , D, f . Autrement dit, en un point (zg,o) de R?,

fh (2o, y0) = g—i(%v%) st (f(l“o + Ax,ioi - f(xoyyo))

ou Az est infiniment petit quelconque non nul, cette dérivée existe si le quotient
différentiel est défini et limité, et a sa partie standard indépendante de Ax .
De méme on peut fixer x réel et on obtient la fonction y — f(x,y). La dérivée

partielle de f par rapport a y, notée fz;’ % ou Dy f, est la dérivée de cette fonction,
autrement dit
of f(xo,y0 + Ay) — f(x0,v0)
/ b )
= — = st
fy(x07y0) 8y('r0ay0) S < éy

pour tout Ay infiniment petit non nul et moyennant les mémes conditions d’existence
que ci-dessus.
Dans le calcul de f! la variable y se comporte donc comme une constante ; de

méme dans le calcul de f; la variable x se comporte comme une constante. En
particulier g—g = g—z =0.
Par exemple
dsin(x? — y3)
Ox

dsin(x? — y3)
dy

Plus généralement la notion de dérivée partielle s’applique aux fonctions réelles
de n variables f(x1,22, - ,x,), on obtient alors n dérivées partielles notées

of
8xk

= 2z cos(x? — y?) , = 3y cos(z® — ¢°) .

fe » Daf.

g’:k est donc la dérivée de la fonction x5 — y = f(x1, 22, -+ ,x,) obtenue en assi-
gnant a chacune des autres variables z; une valeur réelle fixée.

D’aprés leur définition les dérivées partielles peuvent étre considérées comme des

dérivées d’une fonction d’une seule variable, les régles de calcul de celles-ci leur sont

donc applicables.

8.5 Continuité de fonctions de plusieurs variables

On étend maintenant la notion de continuité vue pour les fonctions d’une variable.
Considérons une fonction réelle de deux variables, par exemple

fl,y)=ve—y.

1. la notation fz est aussi utilisée dans de nombreux ouvrages.
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Dans les réels 'ensemble de définition D est le demi-plan caractérisé par x > vy,
dans les hyperréels 'ensemble de définition *D est composé des points (z,y) de
*R? vérifiant la méme inégalité x > y. Fixons un point pg = (2o, y0) dans D. Si
p = (z,y) est un point de *D et si p & pyg, on a st(x) = zq et st(y) = yo et donc

st(vVe —y) = V/st(z) —st(y) = vVieo —vo ,

ainsi f(x,y) = f(x,y0). Pour exprimer cela on dit que f ou f(x,y) est continue
dans D . Plus généralement :

Définition. Soit f une fonction réelle de n variables et E un ensemble de points de
R™. Alors [ (ou f(x1,...,x,)) est continue dans E lorsque lorsque pour tout point
(a1,...,ap) de E
— fla1,...,ay) est définie,
— pour tout point (x1,...,2,) dans *E tel que (x1,...,2,) = (a1,...,a,), on a
flzy, .. xn) = flal,...,an) .

Puisque deux points sont infiniment proches si et seulement si leurs coordonnées
respectives sont infiniment proches, les fonctions “coordonnées” (1, xa, -« , x,) —
. sont continues dans R™ .

Les régles connues pour les sommes, produits et fractions de fonctions continues
d’une variable sont bien entendu maintenues pour les fonctions continues de plusieurs
variables. Il en est de méme pour la continuité des fonctions composées :

si f(x) est continue dans un intervalle J de R et si g(xy,...,2,) est continue dans
une partie E de R™, et si g(x1,...,2,) € J pour tout point (x1,...,x,) € E, alors
flg(z1,...,xn)) est continue dans E .

En utilisant conjointement ces régles et la continuité des fonctions “coordonnées”
on obtient aisément des fonctions continues de plusieurs variables. Ainsi tout poly-
néme de deux variables (c’est-a-dire toute somme d’expressions de la forme czPy? ou
p, ¢ sont des naturels) est continue dans R? ; toute fraction de deux polynomes de 2
variables est continue dans R? excepté oil le dénominateur s’annule. Par exemple,

2 2
% est continue dans R? excepté sur la droite d’équation z +y = 0 ;

/4 — 2% — y? est continue dans {(z,y) : z? +y? < 4} c’est-a-dire dans le
disque de centre l'origine et de rayon 2;

arcsin(y — 2x) est continue dans {(x,y) : —1 <y —2x < 1} c’est-a-dire dans
la bande du plan compris entre les droites y =2z —1let y =22+ 1.

Il ne faut toutefois pas penser que tous les résultats concernant les fonctions
d’une variable se transposent directement pour les fonctions de plusieurs variables.
Ainsi on sait que toute fonction d’une seule variable dérivable en un réel est continue
en ce réel, mais on peut trouver des fonctions de plusieurs variables dont les dérivées
partielles existent en un point et qui ne sont pas continues en ce point! C’est le cas
de la fonction suivante :

fiy o= [ Ao 0mats

0 siz=y=0
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En dehors de lorigine, cette fonction est certainement continue et les dérivées par-
tielles existent. Envisageons maintenant le cas de l'origine. Cherchons [/, a 'origine :
pour tout Az infiniment petit non nul, f(0 4+ Az,0) = 0 et donc le quotient diffé-

rentiel est
F(0+ Az,0) — £(0,0)
Az
d’ou f;.(0,0) = 0. De méme f,(0,0) = 0. Considérons maintenant la droite y = Az,
ol A est un réel non nul, et sur cette droite prenons le point (Az, AAzx) ot Az est
un infiniment petit # 0. Ce point est infiniment proche de l'origine et on a

:07

f(AiC,)\A.’IJ) = 1—|——)\2 5

cette valeur est un réel non nul et n’est donc pas infiniment proche de f(0,0). Ainsi
bien que (Az, AAz) ~ (0,0) on a que f(Az, AAx) % £(0,0), la fonction f n’est donc
pas continue & l'origine. En fait cela n’est pas étonnant, car lorsqu’on considére les
deux dérivées partielles en un point (zg,yo) on se déplace uniquement au départ
de (z9,yo) dans des directions paralléles aux axes, par exemple pour f.(zg,yp) on
considére f(zo+ Az, yp) et on se déplace donc parallelement a 1’axe des x ; par contre
lorsqu’on envisage la continuité on envisage tous les points (z,y) infiniment proches
de (o, yo0). Bien entendu cette différence ne peut se présenter lorsqu’on a une seule
variable.

8.6 Exercices

1. Cherchez les dérivées partielles des fonctions suivantes, dans quelle partie du
plan ce calcul est-il valable 7 Ot ces fonctions sont-elles continues. Représentez
sur un dessin les parties du plan ainsi trouvées.

T

filz,y) = E fa(x,y) == sin(z + y?)
fa(z,y) == a2 +4y? — 16 fa(z,y) := arcsin(z + y)
fs(x,y) = tg(x + 2y) fo(x,y) = arctg(x + y?)

2. En utilisant la définition des dérivées partielles, cherchez % et g_f en prenant
Yy Y

1

f(z,y) = P4

Précisez ou ces dérivées partielles existent.

3. Soit pp = (70, yo) un point fixé dans R?. On considére la fonction qui & un
point quelconque p = (z,y) du plan associe la distance de p a pg. Prouver
que cette fonction est continue dans R? et admet des dérivées partielles en
tout point différent de pg, cherchez ces dérivées partielles. Faites de méme
dans l’espace R?.
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Nombres hypernaturels

Les nombres hypernaturels vont étre des nombres qui se comporteront comme
les naturels mais parmi lesquels on trouvera des infiniment grands. Voyons comment
on les introduit.

9.1 Nombres hypernaturels

Utilisons la fonction partie entiére x — [z]| bien connue dans les réels; rap-
pelons que si r est un réel, la partie entiére de r, notée [r], est le plus grand entier
< r. Cette fonction permet de caractériser aisément les entiers et les naturels : si x
est un réel, le nombre x est un entier ssi [x] = z, et par conséquent

dans les réels le nombre x est un naturel si et seulement si
[x] =z etz >0.

On sait aussi que toute fonction réelle s’étend en une fonction hyperréelle, en parti-
culier la fonction “partie entiere” x € R — [z] s’étend en une fonction hyperréelle
x € *R — [z] définie sur tous les nombres hyperréels. Dés lors :

Définition. Les nombres hypernaturels sont les nombres hyperréels tels que
[z]=2 , x>0 (9.1)

Dorénavant le systéme (9.1) sera noté N(z), par conséquent :
— les naturels sont les réels x qui vérifient N(z) ,
— les hypernaturels sont les hyperréels x qui vérifient N(x) .

Nous allons maintenant montrer que les hypernaturels ainsi définis conservent
les propriétés typiques des naturels, cela justifiera évidemment le bien fondé de la
définition ci-dessus. Evidemment :

1. Tous les naturels sont des hypernaturels.
2. Tous les hypernaturels sont > 0.

127
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Dans les réels [x + 1] = [z] 4+ 1, il en est donc de méme dans *R. Si m est un
hypernaturel, on a donc

m+1]=[m|+1=m+1

et m + 1 est donc aussi un hypernaturel. Par conséquent :
3. Sim est un hypernaturel, alors m + 1 est aussi un hypernaturel

On sait qu’entre les naturels m et m + 1 il n’y a pas d’autre naturel, autrement dit
dans les réels le systéme

N(m), Nk), m<k<m+1

entraine m = k, il en est donc de méme dans les hyperréels, d’ou
4. Entre les hypernaturels m et m+1 il n’y a pas d’autres hypernaturels.

Dans les réels, x > 0 entraine

(2] 20, [[e]] = [2] , [2] <2 <[a] +1

il en est donc de méme dans les hyperréels, d’ot

5. Pour tout hyperréel x > 0, le nombre [x] est un hypernaturel tel que
[] <ax <[z]+1.

Les résultats ci-dessus montrent que les hypernaturels conservent de nombreuses
propriétés des naturels. Mais on veut aussi des nombres qui se comportent comme les
naturels et qui soient ig. D’aprés le résultat ci-dessus, il est facile de trouver de tels
nombres : en prenant H ig positif, le nombre [H] + 1 est un hypernaturel supérieur
a1l ig H et est donc lui-méme ig, d’ou :

6. Il existe des hypernaturels infiniment grands. Plus précisément, si H
est ig > 0, alors [H] est un hypernaturel infiniment grand.

Intéressons-nous aux hypernaturels qui ne sont pas des naturels, montrons que
forcément ils sont ig. En effet soit m un hypernaturel non nul limité. Il existe donc
un réel » > m, il existe donc aussi un naturel > m. Prenons le plus petit naturel
> m, il est > 1, notons-le ¢ + 1. Alors ¢ est un naturel et ¢ < m < g+ 1. Vu la
propriété 4 ci-dessus,on m = ¢ et m est donc un naturel. On a ainsi prouvé :

7. Tout hypernaturel est soit un naturel soit un infiniment grand positif.

9.2 Suites et limites de suites

Une suite de nombres est une collection de nombres indicés par tous les naturels
supérieurs ou égaux a un naturel fixé kg, par exemple

représente la suite
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En général une suite est représentée par la notation (xy), le nombre & est 'indice
et le nombre zj, est le terme d’indice k. Par exemple si on considére la suite

1
() 92)
le premier indice est 4.

On considére ici des suites de nombres réels, autrement dit pour chaque naturel
k > ko le terme xj est réel. Remarquons qu’une suite peut alors étre envisagée
comme une fonction réelle, ainsi la suite (9.2) peut étre considérée comme étant la
fonction qui & chaque naturel k > 4 associe le nombre %_3 Plus généralement la
suite (xy) de premier indice ko peut-étre envisagée comme étant la fonction qui a
chaque naturel k£ > kg associe le nombre x; . En considérant ’extension standard
de la fonction réelle k — z, on voit que cette fonction est aussi définie pour tout
k hypernaturel > kg, dés lors le terme zy est aussi défini pour tout hypernaturel
k > ko et donc pour tout hypernaturel k 1g.

Quand on est en présence d’une suite, une question se pose naturellement : que
se passe-t-il lorsque l'indice devient de plus en plus grand. Les termes de la suite
vont-ils tendre vers un nombre bien précis ? Les nombres de la suite vont-ils devenir
arbitrairement grands? .... Aussi on va considérer les termes de la suite lorsque
Iindice k est ig, on envisagera alors la limite de la suite. De la sorte on raisonne
comme pour la limite de f(z) lorsque x tend vers +oo, alors z parcourait tous
les hyperréels ig > 0, maintenant 'indice k va parcourir les hypernaturels ig. Par
exemple considérons les trois suites suivantes :

L 2k 1
A AT '

Pour tout hypernaturel k ig on a
up ~ 2 , v ~ 0 , wg 19 >0

Dés lors on dit que la limite de la suite (ug) est 2, que la limite de la suite (vy) est
0 et que la limite de la suite (wy) est +oo. Plus généralement, on définit les limites
de suite comme suit :

— la limite de la suite (x1) est un réel r (ou x) tend vers r), en abrégé

lim xp =17,
k— oo
lorsque x,, = r pour tout m hypernaturel ig, alors la suite est dite conver-
gente.
— la limite de la suite (xy) est 400, respectivement —oo, en abrégé

lim =z = 400, respectivement — oo ,
k——+o0

lorsque pour tout m hypernaturel ig le nombre x,, est un ig > 0, respective-
ment un 1g < 0.
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Des limites de fonctions on déduit directement de nombreuses limites de suites :

silimg— oo f(x) existe, alors la limite de la suite (f(k)) vaut lim,—, o f(z).

2x+1
r—3

= 2, la limite de la suite (215%31

Ainsi puisque lim, 4 o ) vaut également 2.

Mais on peut aussi considérer des limites de suites qui ne sont pas' des cas
particuliers de limites de fonctions. Ainsi soit a un réel > 1, cherchons la limite de
la suite ({/a). Prenons d’abord k naturel non nul. Remarquons {/a > 1, posons
ug = ¥/a — 1. De la sorte ug > 0. De plus {/a = 1 + uy et donc

k
az(uk+1)k:ZCiui>C’,iukzkuk.
j=0

Il s’ensuit a
0 <ug < T (9.3)

Vu la Reégle de transfert, il en est de méme si k est un hypernaturel. En particulier,
si k est un hypernaturel ig, de (9.3) il découle que wuy est ip et donc {/a ~ 1. 1l

s’ensuit
lim Ya=1.
k—+oco
Cherchons encore la limite de la suite (k!). Pour tout naturel & on a k < k!,
il en est donc de méme pour tous les hypernaturels; en particulier , si k& est un
hypernaturel ig, le nombre k! est donc ig > 0, par conséquent

lim k!= 400 .
k—+oco

Voici un critére de convergence trés utile :

Théoréme 20 (Critére des suites monotones).
Toute suite de réels décroissante et bornée inférieurement (resp. croissante et bornée
supérieurement) par un réel r converge vers un réel > r (resp. <r).

Démonstration. Considérons la suite de réels (u,) décroissante et bornée infé-
rieurement par un réel . Alors pour tous naturels m, n, 'inégalité m < n entraine
r < u, < uy,. D’aprés le Principe de transfert il en est de méme pour tous hyperna-
turels m, n.

Prenons deux hypernaturels p, ¢ infiniment grands tels que p < ¢. Alors

r <wug < up <wu, pour tout naturel n

Montrons que u, & u,. Supposons u, % u,. On pourrait alors trouver un réel r’
tel que uy < 1’ < wuy,. Alors, pour tout naturel n, on aurait ' < w, , et d’apres le
Principe de transfert, on aurait également r’ < u,, pour tout hypernaturel m. Mais
cela est impossible puisque u, < r’. Par conséquent on doit avoir u, ~ ugq.

De plus tous les uj sont compris entre r et ug, tous les uy sont donc limités. Par
conséquent, tous les uy pour k infiniment grand ont la méme partie standard L et
la suite u,, converge donc vers L. Puisque r < ug, on a r < st(uy) = L. O

1. du moins pour 'instant
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Par exemple, soit a un réel > 1, alors la suite (al/ ™) est décroissante et bornée
inférieurement par 1, cette suite converge donc vers un réel > 1 (en fait, comme on
pourra le voir plus tard, cette suite vers 1) .

9.3 Extension de la notion de somme

On sait considérer une somme qui a un nombre fini de termes. Montrons mainte-
nant comment on peut considérer une somme d’une infinité de nombres, nous allons
voir comment (moyennant certaines conditions) on peut considérer la somme

D th=tmttmpr ..t ty

k=m

ou m et n sont des hypernaturels (m < n), une telle somme aura une infinité de
termes si le nombre de termes n — m + 1 est infiniment grand.

Envisageons d’abord deux exemples.
Exemple 1 > /", % ot m est un hypernaturel > 1.

Lorsque m est un naturel non nul, posons

1
on définit ainsi une fonction réelle m +— S(m) définie pour tout réel m satis-

faisant le systeme
N(m), m>1.

D’aprés le Principe de transfert, cette fonction s’étend en une fonction hy-
perréelle définie pour tout hyperréel m vérifiant le méme systéme, on peut
ainsi considérer I'expression S(m) pour tout hypernaturel m > 1, cela per-
met d’écrire kazl % pour tout hypernaturel m > 1, en particulier pour tout

hypernaturel ig.
Exemple 2 ka:o m ot m est un hypernaturel et € un ip > 0.
Lorsque m est un naturel et u est un réel > 0 posons

m

1

S(m,u) = m 5

k=

[=)

on définit ainsi une fonction réelle (m,u) — S(m,u) définie pour tous m, u
réels satisfaisant le systéme

N(m), u>0, (9.4)

d’aprés le Principe de transfert, cette fonction s’étend en une fonction hy-
perréelle définie pour tous m,u hyperréels vérifiant le méme systéme (9.4).
Pour tout hypernaturel m, on peut ainsi considérer 'expression >, m

comme étant S(m, ).
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Au travers de ces deux exemples, on voit que les termes to,t1,...,t5...,tm
peuvent étre donnés au moyen d’une expression dépendant du seul indice k (exemple
1) ou dépendant en plus de k d’un paramétre hyperréel (exemple 2). Envisageons
maintenant le cas général. A propos des termes t; de la somme, supposons :

les termes ti, ou k varie parmi les hypernaturels, sont de la forme T (k)
ou T'(k,w) ot T est l'extension standard d’une fonction réelle et w est,
sl est présent, un parametre hyperréel.

Voyons comment alors définir la somme Y}’ t, quels que soient les hyperna-
turels m, n ot m < n . Envisageons par exemple le cas ot

ty =T (k,w)

ol w est un paramétre hyperréel supposé par exemple étre > 0.
Pour tous naturels m,n tels que m < n et pour tout réel u > 0, posons

n

S(m,n,u) := Z T(k,u)

k=m

Ci-dessus la somme est bien définie car elle a un nombre fini de termes. De la sorte
on obtient une fonction réelle S : (m,n,u) — S(m,n,u) définie pour tous m,n, u
réels vérifiant le systéme

(9.5)
m<n, 0<u

{N(m) , N(n)

D’aprés le Principe de transfert, cette fonction s’étend en une fonction hyperréelle
définie pour tous m,n,u hyperréels vérifiant le méme systéme (9.5), on peut ainsi
considérer I'expression S(m, n,u) pour tous hypernaturels m,n tels que m <n
et pour tout hyperréel v > 0. Il est dés lors normal d’étendre la définition de la
somme en posant pour m,n hypernaturels

Z t := S(m,n,w).
k=m

Bien entendu, il se peut que le premier indice pour lequel ¢, est défini, soit 1 ou un
autre naturel > 0, on procéde alors de la méme fagon en imposant ci-dessus & m et
n d’étre supérieurs au premier indice.

Pour que cette définition soit pertinente, il faut que ce que nous avons ap-
pelé “somme” conserve bien les propriétés des sommes que nous connaissions avant.
Comme on va le voir il en est bien ainsi. Rappelons d’abord les propriétés classiques
des sommes ayant un nombre fini de termes.

Les deux propriétés de base sont :

1. une somme ayant un seul terme est égal a ce terme.
n+1 n

2. th=> trttnr.
k=m k=m
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On connait d’autres propriétés :

n n n n
30> (te+t) =D tet D th et > Mp=A> t,

k=m k k=m k=m

n n

4. ‘Ztk‘g Z ‘tk‘,
P

5.Ztk+ztk Ztk sim<n<p,

k=n-+1 k=m
6. si tous les termes tj, sont égaux a une méme valeur t,

Zt:(n—m—i—l)-t
k=m

7. sit, <t} pour chaque k, alors Y ;_ t, <>, t)

Comme nous allons le voir, ces propriétés sont ici conservées, I’utilisation de
Pappellation “somme” est donc légitime.

A titre d’exemple envisageons les propriétés 2 et 4 et considérons encore le cas
ou ty, = T'(k,w) avec w > 0. Appliquons simplement le Principe de transfert. Si m,
n sont des naturels et si u est un réel > 0, posons

S(m,n,u) : ZTku et S'(m,n,u) Z|tk )| -

k=m

On sait que, si m,n, u sont réels, le systéme (9.5) entraine
S(m,n+1,u) = S(m,n,u)+T(n+1,u) et |S(m,n,u)| <S5 (m,n,u),

vu le Principe de transfert il en est de méme pour tous hyperréels m, n,u, d’out

n+1 n n n
ST Tlku) =Y T(kyu) +T(n+1,0) et |y T(ku)| < Y |T(k, )l
=m k=m k=m k=m

pour tous hypernaturels m,n tels que m < n et tout hyperréel u > 0. On conclut en
remplagant u par w.

Ainsi on peut considérer des sommes ayant une infinité de termes : la somme
> r_,, te compte n —m + 1 termes, elle contient donc une infinité de termes
sin—m+1 est ig!

9.4 Sommer une infinité d’infiniment petits ...

On sait que la somme d’un nombre fini d’ip est ip. Mais que se passe-t-il si
on ajoute un nombre infini d’ip? Comme on va le voir, une telle somme n’est pas
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nécessairement ip. Ainsi si nous choisissons un hypernaturel p ig, on a :

D=
RS

M’E
Sl
I
=
I
i
3

£
Il

>

Quand on ajoute une infinité d’ip, tout peut donc arriver, une somme d’une infinité
d’ip est donc un cas d’indétermination. De méme une somme d’une infinité de limi-
tés est aussi un cas d’indétermination. Le résultat suivant permet de lever de trés
nombreuses indéterminations de ces types.

1 1
= p— = —
P p

~3|H

Théoréme 21. Considérons la somme Z}?:O AUk -
1. S0y o | Ak] est limitée et si chaque wy, est infiniment petit, alors Y ;" ) Ak
est infiniment petite.
2. 80300 o | Mkl est limitée et si chaque wy, est limité, alors » )" Ay, est limi-
tée.
3. Siy it o | Ak| est infiniment petite et si chaque uy, est limité, alors Y - o Apuy
est infiniment petite.

Démonstration. Le raisonnement est semblable dans les trois cas. Envisageons le
premier cas : supposons »_,- ., [\x| limitée et uy ip pour chaque k. On peut alors
trouver un réel a tel que

m

>l <a.

k=0

Pour montrer que Z;":O Arug est ip, appliquons la définition d’un ip. : soit r un
réel quelconque > 0, prouvons | > ", Apux| < 7. En effet, pour chaque k on a
lug| < r/a, il s’ensuit

ZAkuk\<Z\)\k|\uk|<Z \)\k\ Z|>\k|) ca—r
k=0 ]
En abrégé on a :
ZZT:() Ak Ug
U IP UL LIM
oo [Ae| LIM P LIM
Yo M| TP P P

Pour les ordres de grandeur ip et limité, tout se passe donc comme si on multi-
pliait 'ordre de grandeur de ZZL:O |\i| par Uordre de grandeur de tous les uy, .



Chapitre 10

Trois résultats importants
concernant la continuité

Dans ce chapitre on voit trois résultats importants relatifs a la continuité des
fonctions : le Théoréme des Bornes atteintes, le Théoréme des Valeurs intermédiaires.
et le Théoréme de Continuité uniforme.

10.1 Bornes atteintes et Valeurs intermédiaires

Le Théoréme des bornes atteintes concerne les extrema des valeurs d’une fonction
lorsque la variable parcourt un intervalle. Il est clair que méme dans des cas simples
de tels extrema peuvent ne pas exister, ainsi

— Dexpression 2 + 1 n’a pas de maximum lorsque z €]0, +o0],

— T'expression % n’a pas de pas de maximum lorsque = €]0, 1].

Par contre lorsque x € [—3,2] lexpression 22 + 1 a pour maximum 10 et pour
minimum 1, ce maximum est réalisé en prenant x = —3 et ce minimum est réalisé en
prenant x = 0. Le Théoréme des Bornes atteintes nous donne une condition suffisante
trés simple assurant qu'une fonction admette un maximum et un minimum dans un
intervalle :

Théoréme 22 (Théoréme des bornes atteintes ou Théoréme de Weierstrass).
Soient a, b des réels et a < b. Si f est continue dans [a,b], il existe des réels ¢, d
dans [a,b] tels que pour tout x € [a,b]

fle) < flz) < f(d),

autrement dit f atteint son minimum, respectivement son maximum, dans [a,b] en
¢, respectivement en d .

Théoréme 23 (Théoréme des valeurs intermédiaires ou Théoréme de Bolzano).
Soient a,b des réels, a < b et f une fonction continue dans |a, b]. Si M est un réel
compris entre f(a) et f(b) il existe un réel u dans [a, b] tel que M = f(u).

Autrement dit :

135
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moyennant la continuité de f dans [a, b], tout nombre réel compris entre
les deuz valeurs f(a) et f(b) est lui méme une valeur f(x) correspondant
a un x se trouvant entre a et b.

Ces deux théorémes sont illustrés sur la figure 10.1.

T

|
|
|
|
|
Iy

a u c u d u”

FIGURE 10.1: Extrema atteints en ¢, d et M = f(z) en z = u, v, u”

Pour autant qu’on puisse tracer le graphe de f dans [a,b] et en nous référant
a la figure 10.1, les conclusions données par ces deux théorémes paraissent comme
évidentes :

1. on prend la plus grande et la plus petite ordonnée des points du graphe limité
aux abscisses se trouvant dans [a, b] et on trouve ¢ et d en prenant les abscisses
correspondantes ;

2. pour trouver le réel u tel que M = f(u), on trace I'horizontale y = M, puisque
le graphe se trace d’un seul trait, cette horizontale coupe le graphe au moins
en un point, il suffit alors de prendre ’abscisse correspondant & ce point pour
trouver le réel u cherché.

Ces raisonnements ne sont pas des démonstrations car ils se basent sur le fait qu’on
puisse tracer le graphe de la fonction et le raisonnement repose essentiellement sur
des considérations graphiques. Rappelons d’ailleurs que le tracé du graphe n’est pas
toujours concrétement possible (voir 'exercice 4 page 82). De plus, le tracé de graphe
contient en fait de nombreuses “hypothéses cachées”. De vraies démonstrations s’im-

posent donc, nous ne les ferons pas ici®.

10.2 Applications a ’existence de racines

Ici on se place bien entendu dans les réels 2.

1. on peut les trouver par exemple dans [16]
2. les conclusions seraient autres dans C, voir par exemple [§]
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Envisageons d’abord 'existence de la racine p¢ d’un nombre réel. Soit a un
réel et p un naturel > 2. Considérons 1’équation

=a. (10.1)

Trois cas se présentent :

— p est pair a < 0. Alors ’équation (10.1) n’a pas de solution.

— p est pair et a > 0. Alors, si ’équation (10.1) a une solution z, elle a d’office
une seule autre solution & savoir —zx, autrement dit cette équation a exac-
tement deux solutions opposées par le signe; par définition ¢/a est alors la
solution > 0 de (10.1).

— p est impair. Vu le caractére strictement croissant de z?, ’équation (10.1) ne
peut avoir qu’une seule solution qui, si elle existe est appelée {/a.

Dans les cas 2 et 3 ci-dessus, le probléme est de savoir si on peut trouver un réel z
tel que 2P = a autrement dit si ¢/a existe.

Au chapitre 1, on a prouvé géométriquement que tout nombre positif avait une
racine carrée. Le Théoréme des valeurs intermédiaires permet facilement d’étendre
cela et de prouver l'existence de la racine p®.

Prenons un réel a > 0. Deux cas se présentent :

— sia>1,alors 1? < a < aP,

—sil0<a<1,alors 0P <a < 1P.

De toute fagon il existe des réels positifs u, v tels que u < v et uP < a < vP. Puisque
aP est continu dans R et a fortiori dans [u, v], il doit exister un réel positif w tel que
wP = a. Ainsi ¢/a est bien définie.

Si a < 0 et si p est impair, le nombre —{¢/—a est solution de 2P = a et donc ¢/a
existe aussi. Attention, si p est impair et a < 0, la notation ¢/a ne représente pas le
méme nombre dans R et dans C (voir [8]), lutilisation de racines d’ordre impair de
nombres négatifs est toujours délicate !

Rappelons que les puissances a exposants rationnels non entiers sont définies
au départ des racines et peuvent donc nécessiter des conditions pour exister, quatre
cas se présentent illustrés par les exemples suivants :

— la puissance a? = ({/a)? est définie lorsque a > 0,

— la puissance a~ % = ({/a)~? est définie lorsque a > 0,

— la puissance a3 = (¥/a)? est définie pour tout a,

— la puissance a3 = (¢a)* est définie pour tout a # 0.

Intéressons-nous aux polyndémes a coefficients réels et a leurs racines
réelles éventuelles.

Rappelons qu’un nombre z( est racine d’un polynéme P(z) lorsque P(zg) =0 .
On sait qu’un polynéme de degré pair peut ne pas avoir de racine réelle, par exemple
2? +1 n’a pas de racine dans R. Considérons un polynéme P(z) de degré impair et a
coeflicients réels. Alors les limites en +00 et en —oo sont infinies et de signe opposés,
deés lors on peut trouver un réel u et un réel v tels que P(u) < 0 < P(v) ; or P(x)
est continu dans R, on peut donc trouver entre u et v un réel w tel que P(w) = 0.
On a ainsi prouvé :
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Théoréme 24. Tout polynome de degré impair & coefficients réels a une racine
réelle.

10.3 Extension du Principe de transfert

Les deux théorémes ci-dessus s’étendent naturellement aux hyperréels, pour ce
faire nous allons évidemment appliquer le Principe de transfert. Raisonnons dans le
cas du Théoréme des valeurs intermédiaires, ce sera aussi ’occasion de mettre en
évidence une extension trés utile du Principe de transfert.

Supposons que la fonction réelle f soit continue dans un intervalle I de R. Soient
u, v dans I tels que u < v, envisageons le cas f(u) < y < f(v) ou y est réel, alors
d’aprés le Théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel w entre u et v tel
que y = f(w). Ainsi, dans les réels le systéme

u,v €1

Si(u,v,y) = {f(u) <y < f(v)

entraine qu’il existe un réel w vérifiant

u<w<ov

SQ(U, v, Y, w) =

y = f(w)
Chaque fois que Si(u,v,y) est vérifié, prenons un réel w vérifiant So(u,v,y,w),
considérons la fonction h qui & tous w, v,y réels vérifiant Sy (u,v,y), associe ce réel
w, autrement dit

u, v,y tel que Sy (u,v,y) — h(u,v,y) := w tel que Sa(u,v,y,w) .
Ainsi dans R le systéme standard Sy (u,v,y) entraine le systéme standard
SQ(U’yUyy’h(uyvyy)) . (102)

Appliquons maintenant le Principe de transfert : la fonction h admet une extension
standard et dans *R le systéme standard Sy (u, v, y) entraine encore le systéme stan-
dard (10.2). Par conséquent, pour tous u, v dans *I et tout y tels que u < v et
f(u) <y < f(v), en prenant w = h(u, v,y) on obtient un nombre w entre u et v tel
que y = f(w).

On peut raisonner de fagon similaire pour le Théoréme des bornes atteintes, en
conclusion :

Bornes atteintes et Valeurs intermédiaires étendus a *R.
Soient f continue dans un intervalle I de R et u, v dans *I tels que u < v.

1. Pour tout hyperréel y compris entre f(u) et f(v), il existe w entre u et v tel
quey = f(w).

3. on peut donner une preuve purement algébrique de ce résultat, voir par exemple [8§].
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2. Il existe w', w” dans *[u,v] tels que f(w') < f(x) < f(w") pour tout x dans
*u, v].

La démonstration ci-dessus est 'occasion de dégager une extension importante
du Principe de transfert. Revenons a la preuve ci-dessus. On est en présence d’un
systéme standard S; (u, v, y) qui dans les réels entraine qu’il existe un réel w tel qu'un
second systéme standard Sa(u, v, y, w) soit vérifié. Nous avons vu qu’alors pour u, v,y
hyperréels le systéme Sq(u,v,y) entrainait aussi qu’il existe un hyperréel w tel que
Sa(u,v,y, w) soit vérifie. On peut refaire exactement le méme raisonnement pour
tous autres systémes standard Sy (z1,...,z,) et Sa(z1,...,2,,y). On obtient ainsi
I’extension suivante du Principe de transfert :

Extension du Principe de transfert

Si dans les réels chaque fois qu’un systéme standard Sy(xy,...,2T,) est vé-
rifié, il existe un réel y vérifiant le systeme standard So(x1,...,2n,y), alors
chaque fois que Sy(x1,...,x,) est vérifié dans *R, il existe un hyperréel y
vérifiant So(x1, ..., Tn,y).

10.4 Continuité uniforme

Considérons une fonction f continue dans un intervalle I. Si w et v sont *I,
peut-on dire que u & v entraine f(u) ~ f(v)? En se rappelant la définition de la
continuité, on est tenté de répondre immédiatement ous, et pourtant cela n’est pas
toujours vrai et on peut avoir de mauvaises surprises !

Ainsi L est continu dans ]0,400[ et si  est un infiniment petit > 0, on a bien
€ =~ 2¢ alors que

et donc % % % .
Toutefois si on se place dans un intervalle I de la forme [a,b], on n’a plus de
mauvaise surprise :

Théoréme 25 (Continuité uniforme).
Si f(x) est continu dans [a,b], alors
— f(u) est limité pour tout u dans *[a,b],
— siu, v sont dans *[a,b] et siu v, on a f(u) =~ f(v).

Démonstration. Soit f continue dans [a,b]. Sia < wu, v < bet si ua v, en prenant
r = st(u) = st(v), on a

re€la,d , we*a,b , r=u

et donc f(r) ~ f(u), la valeur f(u) est donc limitée. De la méme fagon on a
F(r) ~ f(v) 5 par conséquent f(u) ~ f(v). 0






Chapitre 11

Intégrales

Ici a, b sont des réels tels que a < b et Az prend toujours des valeurs > 0.

11.1 Discrétisation de [a,b] de pas Ax

Pas réel

Envisageons d’abord le cas ot le pas Az est un réel > 0.

Considérons un réel Az > 0. Nous allons partager U'intervalle [a,b] en intervalles
de longueur Az, le dernier intervalle ainsi obtenu ayant une longueur < Az, les
extrémités de ces intervalles seront notées x; . Soit p le naturel tel que

‘p-Am<b—a§(p+1)-Am.‘ (11.1)

Cet entier p dépend de Az, c’est le nombre de fois que la longueur Ax est portée au
départ de a avant d’atteindre ou de dépasser b. On pose

‘xk:=a—|—k-Axpouri:O,1,...,p etpo:b.‘ (11.2)

On obtient ainsi une collection finie zg, z1, 2, ... 2p11, appelée la discrétisation
de [a,b] de pas Az ; le nombre de points de cet échantillon est p + 2. Cela est
illustré sur la figure 11.1, dans ce cas p=6.

Passage a un pas infiniment petit

On peut refaire la méme construction pour tout pas hyperréel Az > 0, en parti-
culier pour tout pas infiniment petit > 0. Si le pas Az est ip, une question se pose :
va-t-on de la sorte atteindre b7 En fait on va devoir alors porter une infinité de fois
le pas Ax. En effet on sait que le nombre infiniment grand Z’A_—g est coincé entre deux
hypernaturels successifs, forcément infiniment grands, il existe donc un hypernaturel
infiniment grand p tel que

b—a
p<A—I§p+1

141
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To T T2 T3 T4 L5 Te Tt

FI1GURE 11.1: discrétisation de pas Az dans un cas ou p =6

et donc tel que (11.1) soit encore vérifiée. Ainsi si, au départ de a, on porte p fois
Ax on reste en dessous de b et si on porte Az une fois de plus on atteint ou on
dépasse b. Dés lors on définit les points de la discrétisation de pas Ax exactement
comme plus haut au moyen de (11.2), mais bien entendu si Az est infiniment petit
les points xg,x1,...,%Tp, Tpt1 SONt en nombre infini, et deux points successifs de la
discrétisation sont alors infiniment proches.

Le plus souvent la longueur du dernier intervalle allant de x, & xp41 est < Aw.
Toutefois, si on se donne un hypernaturel m et si on prend Az = b_ﬁ, le dernier
intervalle rencontré a également la longueur Ax .

11.2 L’idée initiale : ’estimation d’une aire par des
rectangles

/

FIGURE 11.2: ’ensemble D

Soit f une fonction réelle d’une variable définie dans [a, b] . Supposons f(z) > 0
dans [a,b]. Désignons par D la partie du plan délimitée par les droites d’équation
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r = a, x = b, axe des = et le graphe de la fonction f. Dans l'exemple de la
figure 11.2, D est donc la partie hachurée.
En introduisant l'intégrale de f dans [a,b], I'idée est de mesurer aire de D :

lintégrale devrait représenter cette aire.

On peut approcher cette aire au moyen de rectangles : on choisit un pas réel Az > 0,
au moyen de ce pas on discrétise lintervalle [a,b] et on obtient ainsi les points
20,21, ..., Tp+1, alors une premiére évaluation de 'aire de D nous est donnée par la
somme des aires des p + 1 rectangles de base [z, z)11] et de hauteur f(zy). Ainsi
on évalue l'aire de D par la somme

p—1

> fla) - Aw fzy) - (b—p) (11.3)

k=0

Cela est illustré sur la figure (11.3) : 'union des p + 1 rectangles de base [xf, Zj+1]
et de hauteur f(x) est la partie grisée.

FIGURE 11.3: approche de I’ensemble D par une union de rectangles

Il est évident que cette évaluation de 'aire de D est d’autant meilleure que le pas
réel Az est petit, il semble aussi clair que les fluctuations des aires ainsi obtenues
sont d’autant plus petites que le pas est choisi petit. Dés lors afin d’améliorer au
mieux ces évaluations, de diminuer au mieux leurs fluctuations, une idée s’impose :

il faudrait prendre un pas Ax infiniment petit et pouvoir considérer la
somme (11.3) associée & ce pas, nous aurions alors une excellente éva-
luation de l’aire cherchée.

C’est ce qu’on va faire : l'intégrale devrait étre cette somme lorsque le pas est infini-
ment petit. Telle est I'idée de base de I'intégrale, nous devrons seulement y apporter
un “correctif infiniment petit”.
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11.3 Sommes de Riemann

Soit f une fonction réelle d'une variable définie dans [a,b]. Ici f(z) n’est pas
nécessairement > 0 dans [a, b].

Envisageons d’abord le cas d'un pas réel Az > 0. Discrétisons [a, b] au moyen du

pas Az, on obtient ainsi les point o, x1, ..., Zp+1 . Comme plus haut considérons
p—1
> flak) - Ax flay) - (b—ap) (11.4)
k=0

autrement dit
p

> fan) (@rgn — )

k=0

cette somme est appelée une somme de Riemann , elle est notée S(Azx) et elle
dépend de Az mais bien entendu aussi de la fonction f et de a, b.

Y y = f(z)

FIGURE 11.4: Interprétation géométrique de S(Ax)

Comme on le voit sur la figure 11.4, S(Ax) est la somme des aires des rectangles
situés au-dessus de 'aze des abscisses moins la somme des aires des rectangles situés
en dessous de cet aze.

Ce qu’on vient de faire pour un pas réel Az on peut le faire pour un pas hyperréel
> 0, en particulier pour un pas infiniment petit. Les points de la discrétisation sont
définis de la méme facon. Il est vrai que, si Az est infiniment petit, la discrétisation
est composée d’une infinité de xj, mais cela ne nous empéche pas de considérer
la somme (11.4), en effet en posant 2 = b pour k > p + 1 on prolonge les xy
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pour tout indice k hypernaturel et on est alors dans les conditions pour pouvoir
considérer la somme > _  f(xr) - (¥k4+1 —x)) pour tous hypernaturels m, n tels que
m < n. En particulier -et c’est cela qui nous intéresse- on peut considérer la somme
>oh_o f(xk) - (241 — x) . Bien entendu si Az est infiniment petit cette somme de
Riemann contient une infinité de termes.

Dans la somme de Riemann S(Az) considérée ci-dessus on a chaque fois pris la
valeur de la fonction a I'extrémité gauche des intervalles obtenus en partageant [a, b].
On aurait pu procéder autrement et, pour chaque k, choisir un autre point entre xj
et xpy1, on aurait pu prendre l'extrémité droite x;4; ou encore le milieu .... En
fait pour choisir un point entre xy et xpy; il nous faut une régle qui entre deux
nombres quelconques choisit un nombre, une telle régle est appelée une fonction de
choiz, plus précisément :

¢ est une fonction de choix définie dans [a,b] lorsque ¢ est une fonction réelle de
deuzx variables qui a tous u,v dans [a,b] tels que u < v associe un nombre p(u,v) tel
que u < p(u,v) <v. Alors, en prenant l’extension de ¢ aux hyperréels, ¢ choisit un
nombre @(u,v) entre u et v pour tous hyperréels u v tels que a <u <v <b.

Plus haut en choisissant chaque fois 'extrémité gauche de l'intervalle considéré, on
a en fait utilisé la fonction de choix FxtrGauche définie par

ExtrGauche : (u,v) — u .
Voici quelques autres exemples de fonctions de choix :

ExtrDroite : (u,v) +—— v,

Milieu : (u,v) +— u—;—v ,
2
Pondsy : (u,v) +—— u;—v .

Etant donné une fonction de choix ¢, pour chaque hyperréel Az > 0, notons
x}, le point choisi entre zy, et xp11, c’est-a-dire x}, := p(xk, xk+1) . On considere la
somme obtenue comme plus haut mais en prenant cette fois la valeur de la fonction
f en chaque z},, ainsi on considére la somme

Sp(Az) =" f(ap) - Az + f(a)) - (b— xp) (11.5)
k=0
ou encore
Sp(Az) =Y f(@h) - (@ryr — %) |- (11.6)
k=0

Cette somme est appelée la somme de Riemann associée au pas Az et a la fonction
de choix ¢, elle sera notée S, (Ax).
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11.4 Définition de I’intégrale de Riemann

Considérons encore une fonction définie f dans [a, b]. Rappelons l'idée a la base
de l'intégrale :

Uintégrale de f dans [a,b] devrait étre une somme de Riemann associée
a un pas infiniment petit.
Mais tel quel cela poserait deux problémes :
— l’intégrale ne serait pas un nombre réel,
— les sommes de Riemann fluctueraient sans doute encore et 'intégrale dépen-
drait du pas et de la fonction de choix considérés.
En fait on va pouvoir montrer que, moyennant la continuité de f, les sommes de
Riemann fluctuent encore lorsqu’on prend un pas ip mais que ces fluctuations sont
infiniment petites! Dés lors si on veut gommer ces fluctuations il suffirait de prendre
la partie standard des sommes de Riemann ... pour autant que les sommes de Rie-
mann soient limitées. Ces considérations nous aménent a la définition suivante :

Définition (Intégrale de Riemann).

Soit f(x) définie dans [a,b]. L’intégrale de f dans [a,b], notée f; f(x)dx, evistel
lorsque pour Ax infiniment petit > O et pour toute fonction de choiz ¢ les sommes
de Riemann S,(Ax) sont limitées et ont la méme partie standard, alors

b
/ f(x)da = st(S,(Ax)) .

De telles fonctions existent-elles? Oui, car nous allons voir que les conditions
ci-dessus sont vérifiées dés que la fonction est continue dans [a,b] (ce qui est n’est
pas bien exigeant).

De par les conditions de la définition, lintégrale de f dans [a,b] est donc un
nombre réel qui dépend uniquement de la fonction f et des bornes d’in-
tégration a, b. Dans la notation f; f(x)dx la variable x et 'expression dz sont donc
des symboles muets, ils nous rappellent la construction des sommes de Riemann et
comme on s’en rendra compte plus tard lors du calcul des intégrales ils sont tout
compte fait bien pratiques.

Complétons la définition ci-dessus en convenant :

/baf(x)dx = —/abf(x)dx et /aaf(x)dx — 0.

11.5 Existence de l'intégrale

Commengons par prouver que les sommes de Riemann sont limitées.

Théoréme 26 (Encadrement des sommes de Riemann).
Soient [ continue dans [a,b] et p une fonction de choiz. Considérons c, d réels de

1. on dit aussi que f est intégrable (au sens de Riemann) dans [a, b] et cette intégrale s’appelle
une intégrale de Riemann
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[a,b] tels que f(c) < f(x) < f(d) pour tout x dans [a,b] (de tels réels existent vu le
Théoréme des Bornes atteintes). Alors pour tout pas Az >0 on a

[(b—a) f(c) < S,(Az) < (b—a) - f(d) .] (11.7)
et S,(Ax) est limitée.

Démonstration. Soient ¢ et d vérifiant les conditions du théoréme. D’apres le
Principe de transfert, pour tout « dans *[a,b] on a f(c) < f(z) < f(d). Considérons
un pas Az > 0. Soient g, x1, T2, ..., Tpy1 la discrétisation de [a,b] de pas Az et
notons j, le point choisi entre xj et xp41. Par conséquent pour chaque k on a
a <z} <betdonc f(c) < f(x},) < f(d), dou

fe) - (@py1 —zx) < f(@h) - (Trgr — 21) < f(d) - (Tpy1 — 1) -

En additionnant ces termes on obtient

p p
Z f $k+1 - x/c Z $k+1 - xk Z $k+1 - xk)
k=0 k=0
c’est—a—dlre
p p
) Y (wrr1 —x1) < Sp(Ax) < f(d) D (w1 — wk)
k=0 k=0

et, puisque > }_o(zgp41 — k) = b — a, la double inégalité (11.7) est vérifice.
S, (Ax) est limitée car, vu (11.7), elle est comprises entre deux réels. O

Notre but est de prouver que les sommes de Riemann associées a des pas ip ont la
méme partie standard, autrement dit sont infiniment proches. Nous pouvons changer
de discrétisation, nous pouvons aussi changer de fonction de choix. Commencons par
modifier la fonction de choix sur une méme discrétisation de pas ip.

Théoréme 27 (Indépendance du choix).
Soient f continue dans [a,b], Ax ip > 0 et @, ¥ deuzx fonctions de choiz. Alors
Sy (Az) = Sy(Ax) .
La fonction de choiz n’a donc pas d’influence sur la partie standard des sommes de

Riemann de méme pas ip.

Démonstration. Soit xg,Z1,...,Zp, Tp+1 la discrétisation de pas Az, notons z},

© le point choisi entre xj et xp41 respectivement par ¢ et ¢. Les nombres ) et
x} sont donc infiniment proches de z;, et donc infiniment proches entre eux. Vu le
Théoréme de Continuité uniforme, pour chaque k on a

flay) =~ f(x) -
et f(z},) — f(z}) est un ip €5 . Nous avons

P

Sp(D) = Syp(D) =Y (w41 — aa)(f () — = (Tr41 — T)ER -
k=0

k=0

Dés lors, du théoreme 21 et puisque Y p_ [€k+1 — 2| = b—a, on a que la différence
des deux sommes de Riemann est ip. O
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Nous n’avons plus a nous soucier de la fonction de choix, par exemple choisissons
x) = x),. Faisons varier le pas ip.

Théoréme 28 (Découpage).
Soit f continue dans [a,b]. Si Ax et Az’ sont des pas ip > 0, alors S(Ax) ~ S(Az') .

Démonstration. Soient ug, ui,ug, ..., up11 la discrétisation de pas Az et
Vo, V1,02, ..., Vg1 la discrétisation de pas Az’ . Nous avons

Zf ;) - (i1 —u;) et S(Az) = Zf v;) - (vj41 —v;) . (11.8)
=0

1. Considérons simultanément tous les u; et v; et rangeons les par ordre croissant ;
notons wy avec k = 0,1,...,14+ 1 tous les nombres ainsi obtenus (voir figure 11.5),
bien entendu si u; et v; coincident, on les prend une seule fois en considération.

Vo U1 V2 U3 V4

® * * * * * ® * — — — — 4

Wo w1 w2 w3 Wy Ws We W7

FIGURE 11.5: les nombres uy , vg et wg

2. Chaque intervalle allant de u; & u;y1 se découpe en intervalles successifs d’ex-
trémités wy, , chaque terme de la somme S(Az) se décompose ainsi en termes de
la forme (wyy1 — wy)f(...). Déterminons f(...) : lintervalle allant de wy & wy41
provient du découpage d’un certain intervalle allant de w,, & u,,+1, alors le terme
(Um41—Um ) f () s’est partagé en plusieurs termes dont I'un est (wg+1 —wg) f(Um ),
alors a la place de f(...) il faut prendre f(u,,). Le nombre u,, dépend de k, notons
Ck := U, - Remarquons que wy, se trouve entre u,, et u,,+1 et donc

Wg =~ Ck, . (11.9)

Ainsi la somme S(Ax) s’écrit :

!
S(Azx) = Z(wk+1 —wg) f(ck) -
k=0

On peut faire de méme avec la seconde somme de Riemann : chaque terme de
la somme S(Az’) se décompose en termes de la forme (wg+1 — wg)f(dy) ou dj, est
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obtenu comme suit : U'intervalle allant de wy & w1 provient du découpage d’un
certain intervalle allant de u,, & u,1, alors notons djy := u,, . Il s’ensuit

Ainsi la somme S(Az’) s’écrit :

I
S(Az") = Z('wk-i-l —wy) f(d) -

k=

[=)

3. Ainsi écrites les deux sommes de Riemann ont le méme nombre de termes et les
termes correspondants ont un facteur commun, on peut maintenant faire la différence
de ces deux sommes, on obtient :

l

S(Az) — S(Az') = Z(wk+1 —wi)(f(ck) — f(dk)) -

=0

=

Vu (11.9) et (11.10), on a ¢ = dj et donc, vu le Théoréme de continuité uniforme,

fler) =~ f(dk)

ainsi f(cy) — f(dg) est ip. De nouveau grace au théoréme 21 et au fait que

l

Z(wk_l'_l —wg)=b—a,

k=0
on a que la différence des deux sommes de Riemann est ip.
O

Au vu des trois théorémes précédents, si f est continue dans [a,b], pour toute
discrétisation de pas ip > 0 et toute fonction de choix, la somme de Riemann est
limitée et deux sommes de Riemann correspondant a des pas ip et a des fonctions de
choix éventuellement différentes sont infiniment proches et ont donc la méme partie
standard. Par conséquent :

Théoréme 29 (Existence de I'intégrale).
Si f est continu dans [a,b], alors ff f(z)dx existe.

11.6 Calcul de l’aire

En plus de la continuité de f(z) dans [a,b], supposons f(z) > 0 et cherchons
laire de ensemble D (voir figure 11.2) définie a la page 143.

Considérons deux nouvelles fonctions de choix Max et Min :sia <u <wv <b,
Min(u,v) est le nombre w compris entre u et v tel que f(w) est le minimum de
f(z) pour u < z < v, de méme Max(u,v) est le nombre w’ compris entre u et v
tel que f(w') est le maximum de f(z) pour u < z < v. Ainsi pour tout z entre
uetvona flw) < f(x) < f(w'). Considérons un pas Az ip > 0. Les rectangles
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déterminés par la fonction de choix Min sont en dessous du graphe, tandis que les
rectangles déterminés par la fonction de choix Max ont leur coté supérieur au dessus
du graphe. Dés lors on a

Swmin(D) < Aire de A < Siraz(D) - (11.11)
Mais ,
Sarin(Az) = Syrae (Ax) = / f(z)dx

L’aire de D est donc infiniment proche de f; f(z)dz, mais cette aire doit étre un
réel, par conséquent

b
Aire de D = / flz)dx . (11.12)

11.7 Propriétés des intégrales

Comme on va le voir, les propriétés des intégrales sont une adaptation des pro-
priétés des sommes.

Théoréme 30 (Propriétés classiques).
Soient f, g des fonctions continues dans [a,b] et X\ une constante réelle.

1. f;(f(x)—l—g(x))dx = f: f(a:)dx—l—f;g(x)dxMthodedeSimpson et f: M (z)dx
)\f; f(x)dx
2 | [} f@)de| < [7|f(x)ldz

3. Si f(x) >0 pour tout x € [a,b], / f(z)dz > 0.
“ b

b
Si f(x) > g(x) pour tout x € [a,b], / fz)dx > / g(x)dx .

a
4. Si f est continu dans [a,c] et si a < b < ¢, alors

/f dx+/f dx—/f (11.13)

Démonstration. 1. Les propriétés 1 et 2 se prouvent de la méme fagon, prouvons

la seconde. Soit Az un pas ip > 0 et zo,21,...,Tp41 la discrétisation de pas Az .
On sait
P P
|Zf k) - (Trpr — 7)< Y 1f(@R) - (rer — )| = D [F(@n)] - (Thgpr — ) -
k=0 k=0

Puisque |st(w)| = st(Jw]) , on a

560> fxn) - (@rr — @) = st D flan) - (wrrer — za)])
k=0 k=0
< st [f ()] - (a1 — @) (11.14)

k=0
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et donc

/abf(x)dx< /abf(x)dx.

2. Si f(xz) > 0 dans [a,b], on a

/abf(x)d:t: = /abf(x)dx > |/abf(x)dx| >0

d’ott la premiére partie du résultat 3.
Si f(z) > g(x), on a

b b b
0< [ - g = [ sz~ [ gla)do
d’ott la seconde partie de 3.

3. Prouvons (11.13). L’idée est simple : en prenant un Az ip > 0, on aimerait pouvoir
dire que la somme de Riemann dans [a, b] plus la somme de Riemann dans [b, ¢] nous
donne la somme de Riemann dans [a,c]; mais cela en général est faux. En effet
le dernier intervalle obtenu en partageant [a, b] le plus souvent n’a pas la longueur
Az et il se produit donc un décalage entre les abscisses prises dans [b, ¢] suivant
qu’on les choisit pour la somme de Riemann dans [a,c| ou la somme de Riemann
dans [b,c]. Si on veut éviter ce décalage il faut que le dernier intervalle obtenu
dans [a, b] ait exactement la longueur Az. Pour cela choisissons judicieusement Az,
plus précisément choisissons un hypernaturel m ig et posons Az = 22 Notons
x0,T1,...,%p, Tpp1 les points de la discrétisation de [a,c] de pas Aw, forcément
p > m. De la sorte x,, = b et x9,21,...,2,, sont les points de la discrétisation de
[a,b] de pas Az, tandis que Ty, Tim1, .-, Tpy1 sont les points de la discrétisation
de [b, ¢] de pas Az. Nous avons

3

S F@) - (wher —ak) = Y F@h) - (@rn — ) + > F@p) - @k — ax)

P
k=0 0 k=m

b
Il

Autrement dit, si on pose SI*Y(Az) (resp. SI»(Ax), Slo<l(Az)), la somme de
Riemann de f considérée dans [a,b] (resp. [b,c], [a,c]), on a
b—a b—a

S[a’b](—m )+S[b’c](—m ):S[Q’C]( m

b—a

).

En prenant la partie standard dans I’égalité ci-dessus, on obtient (11.13). O

Théoréme 31 (Théoréme de la moyenne). Si f est continue dans [a,b], il existe
un réel u dans [a,b] tel que

b
‘/f@ﬂx=®—a%fww
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Démonstration. Appliquons le Théoréme des bornes atteintes : prenons ¢ et d
réels dans [a,b] tels que f(c) < f(z) < f(d) pour tout = € [a,b]. Prenons Ax ip
> 0, vu le Théoréme d’encadrement, on a

(b—a)- flc) < Syp(Az) < (b—a)- f(d). (11.15)
En prenant les parties standard dans (11.15) on obtient
(b—a)- /f Ydz < (b—a)- f(d)

c’est-a-dire

b
£ < 5 [ Hale < 5@

En utilisant le Théoréme des valeurs intermédiaires dans l'intervalle [¢, d] ou [d, ¢],
on obtient un réel u dans [c, d] ou [d, ¢] tel que

b
= bia/ flx)dx

L’interprétation géométrique est simple : si on suppose f(z) > 0 dans [a,b], en
nous référant a la partie du plan D illustrée sur la figure 11.2, on voit qu’il existe
un u dans [a, b] tel que Paire de D soit égale a I'aire du rectangle de base b—a et de
hauteur f(u).

O

Remarque. On vérifie aisément :

Les propositions 1 et 4 du théoréeme 30 ainsi que le Théoréme de la moyenne sont
encore verifiés lorsque les bornes d’intégration ne sont pas placées dans le bon ordre.
Par contre les propositions 2 et 3 du théoréme 30 (qui s’expriment par des inégalités)
exigent que les bornes d’intégration soient placées dans le bon ordre.

Revenons au calcul des aires en envisageant une situation plus générale que celle

envisagée précédemment. Supposons
[ et g continus dans [a,b] et g(x) < f(x) pour tout x € [a,b] .

Désignons par I la partie du plan délimitée par les droites d’équation x =a, z = b,
le graphe de f et le graphe de g (voir figure 11.6). Cherchons a mesurer aire de
K . Les aires devraient étre invariantes par translation, on peut donc, si nécessaire,
appliquer & K une translation suivant la direction de 1'axe des ordonnées de telle
sorte que KC soit entiérement compris dans le premier quadrant, soit [ €5 le vecteur
correspondant a cette translation. L’aire de K devrait valoir

b b
/(f(x)—i—l)dx—/ (9(x) + 1)dz

c’est-a-dire ff(f(x) — g(x))dz . Dés lors :

b
Aire de £ = / (f(z) — g(x))dx
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FIGURE 11.6: I’ensemble IC

11.8 Application au logarithme

Par définition le logarithme népérien ou logarithme (naturel) dun réel
u > 0, noté Inwu (la notation anglo-saxonne étant Log u ), est défini par :

lnu::/ ldt
1t

Cette intégrale existe bien puisque 1 est continu |0, +oc[, donc continu dans [1,u]

t
ou [u,1].
L’interprétation graphique de Inu est trés simple :

— si uw > 1, le nombre Inu est l'aire de la surface comprise entre ’hyperbole
d’équation y = %, laxe des t et les verticales t = 1 et t = u (voir figure 11.7),
— 81 0 < u < 1, le nombre Inu est égale a 'opposé de cette aire.

La fonction logarithme népérien est donc la fonction
1
x €]0, +oo[— Inz = / ;dt.
1

De cette définition il découle immédiatement que Inx est strictement croissant.
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FIGURE 11.7: Interprétation graphique de In(u) .

11.9 Intégrales avec des bornes d’intégration hyper-
réelles

Supposons f(z) continu dans un intervalle J de R. Alors pour tous réels u, v,
Vintégrale [” f(z)dx existe, cette intégrale définit une fonction réelle Z(u, v) de deux
variables, il suffit de poser

T(u,v) = / " F@)da

pour chaque u,v dans J. Comme toute fonction réelle, cette fonction s’étend en
une fonction hyperréelle, puisque initialement Z(u,v) est défini pour tous u, v dans
Iintervalle .J, son extension hyperréelle est définie pour tous u, v hyperréels se trou-
vant dans *J. Ainsi au moyen de cette extension hyperréelle on peut considérer
f; f(x)dx pour tous u,v hyperréels dans *J.

Par exemple, si € est un ip > 0 les intégrales suivantes existent

3+e 1/e 2—¢ d 2—¢
T dx
/ 2?dx / 22dx / —, / —
1—e € 1 €T € €

mais les intégrales
/ Udx Yz
= il
. T 0o X
n’existent pas.

De plus

les Propriétés classiques des intégrales faisant ['objet du théoréme 30 ainsi que le
Théoreme de la moyenne sont conservés pour les intégrales ayant des bornes d’inté-
gration hyperréelle

Pour s’en rendre compte il suffit d’appliquer le Principe de transfert a ces résultats.
Envisageons par exemple la propriété concernant le module de I'intégrale. Supposons
par exemple que J =]a, b]. Alors dans les réels le systéme

a<u<v<b (11.16)
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entraine ) )
[ f@asl < [ i (11.17)

il en est donc de méme dans les hyperréels d’ont (11.17) est aussi vérifié pour tous
u,v dans *J tels que u < v. De méme aussi pour le Théoréme de la Moyenne : dans
les réels le systéme (11.16) entraine qu'’il existe un réel w tel que

u<w<v /vf(x)dx:(v—u)f(w) . (11.18)

On conclut en appliquant la version du Principe de transfert vue a la page 139.

11.10 Calcul approché des intégrales

On sait ce qu’est une intégrale, on connait un certain nombre de propriétés a
leur sujet, mais on ne sait pas encore comment calculer ces intégrales. Avec ce qu’on
connait maintenant on ne peut calculer la valeur exacte de 'intégrale. Pour un tel
calcul la définition de l'intégrale est de peu de secours. Pour avoir une méthode
qui nous permette de calculer exactement de nombreuses intégrales, il nous faudra
attendre le Théoréme fondamental (chapitre 13).

Par contre on peut dés maintenant calculer les intégrales de facon approchée,
pour cela il suffit de suivre l'idée de la définition : si on prend des pas réels Ax
petits et si on calcule la valeur correspondante de la somme de Riemann, on va
obtenir une valeur approchée de 'intégrale, plus le pas réel sera petit plus la valeur
de la somme de Riemann devrait se rapprocher de la valeur exacte de l'intégrale.
Cette méthode est a la base des méthodes développées en Analyse numérique pour
calculer les intégrales de fagon approchée (mais avec une précision arbitrairement
grande), les plus usuelles parmi ces méthodes sont la Méthode des rectangles, la
Meéthode des trapézeset la Méthode de Simpson. Explicitons quelque peu ces
trois méthodes. La fonction f est supposée étre continue dans [a,b] et on note D la
surfaceface délimitée par le graphe de f, I'axe des abscisses et les verticales x = a,
r=0

Meéthode des rectangles

Elle consiste a prendre un naturel m et a calculer 'intégrale au moyen de la somme
de Riemann de pas b_Ta et correspondant & la fonction de choix Milieu, autrement
dit on prend comme valeur approchée de I'intégrale la somme

mz_lf(l“k +1'k+1)b—_a

2 m
k=

ourp =a+ kb_Ta . Cette méthode tire évidemment son nom du fait que la surface

D est approchée au moyen de rectangles de base b_T“ et dont la hauteur est la valeur
de f au milieu de [xg, Tr11] -
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Meéthode des trapézes

On counsidére encore la discrétisation de [a, b] de pas b_T“ Cette fois on approche la
surface D par des trapézes dont la hauteur est b_Ta et les deux bases mesurent f(xy)
et f(xgs1), ainsi on prend comme valeur approchée de l'intégrale la somme

b—a
2m

(f(a) +2f(w1) +2f(z2) + ...+ 2f(xm-1) + (b)) .

Remarquons que cette expression est la moyenne des sommes de Riemann
b—a

SEmtrGauche(T) et SEmtrDroite(b_Ta) .
Meéthode de Simpson

On partage 'intervalle [a,b] en un nombre pair d’intervalles, on considére donc le
pas h = Z’Q_—m“ et les xy, sont les points de la discrétisation de pas h. On approche cette
fois la surface D au moyen de m surfaces délimitées par

— Tarc de parabole P, passant par les trois points du graphe de f d’abscisse

T2ks T2k+1, T2k+25

— l'axe des abscisses et les verticales © = xa, T = Topt2
Ainsi on remplace le graphe de f par une succession de m arcs de paraboles. Si
f(x) > 0 dans [a,b], on prend comme valeur approchée de V'aire de mathcalD la
somme des aires des m surfaces délimitées par les arcs de parabole Py . En général
on approche l'intégrale de f dans [a,b] par la somme des m intégrales Iy, ..., I—1
ou Ij est 'intégrale entre xo et xor4+2 du trindme du second degré dont le graphe
est I’arc de parabole P .

Considérons la parabole d’équation y = Ax?+ B+ C passant par les trois points
(=h,y0), (0,91), (h,y2), on vérifie aisément que

A Yo + Y2 — 21 p_Y2"%

2h2 ) 2h ) 1

En anticipant sur le Théoréme fondamental (que nous verrons au chapitre 13), on
obtient

h
2 h
/h(Ax2 + Bz + C)dx = §Ah3 +2Ch = S (yo +4y1 +y2) -

Dés lors l'intégrale I est donnée par

T = (7 ww) + 4 (waenn) + f(wansa)

Par conséquent la méthode de Simpson évalue l'intégrale par la valeur approchée
Iop+ 11+ ...+ I,,_1 cest-a-dire par

g(f(a) +4f (1) + 2f (w2) +4f (w3) + 2 (wa) + ... 2f (w2m—2) + 4f (22m—1) + F (D)) -

Parmi ces trois méthodes, la Méthode de Simpson est en général la plus efficace.



Chapitre 12

Théoréeme de Lagrange et
conséquences

Le Théoréme joue un roéle essentiel, il va d’abord nous permettre d’obtenir des
régles simples simples pour étudier la croissance et la décroissance d’une fonction.

12.1 Théorémes de Rolle et de Lagrange

Théoréme 32 (Théoréme de Rolle).
Soient a,b € R. Si f est dérivable dans ]a,b[, continue dans [a,b] et si f(a) = f(b),
la dérivée de f s’annule au moins en un réel de |a,b|.

Démonstration.

Vu le Théoréme des bornes atteintes, il existe ¢, d € [a, ] tels que f(c) < f(z) < f(d)
pour tout x € [a,b]. Deux cas se présentent :

1. f(e) = f(d). Alors f est constante dans [a,b] et f'(z) = 0 pour tout = €|a, b].

2. f(c) # f(d). Alors, puisque f(a) = f(b), les nombres ¢, d ne peuvent se trouver
tous deux aux extrémités de [a,b], un au moins se trouve dans ]a,b[, soit ¢ dans
Ja,b[. Alors f admet en ¢ un minimum local. Vu le Principe de Fermat f'(¢) = 0. O

Théoréme 33 (Théoréme de Lagrange).
Soit f dérivable dans un intervalle I. Alors pour tous u, v dans *I, il existe w entre
u et v tel que

f0) = fw) = w=u)f () |. (12.1)

Démonstration.
Raisonnons d’abord dans les réels. Soient u, v réels dans I et uv < v. Soit G la
fonction définie par

G(z) = f(z) + K(u — x)
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ou K est une constante réelle. Cette fonction est dérivable dans I. Choisissons la
constante K pour que G(u) = G(v), prenons donc

A e (O (12.2)

u—v

Vu le Théoréme de Rolle appliqué a la fonction x — G(x) dans lintervalle [u,v] il
existe ¢ réel dans |u, v] tel que : G'(¢) = 0 et donc tel que f/(¢) = K . La formule de
I’énoncé se déduit dés lors de (12.2).

Envisageons maintenant le cas ol u, v sont hyperréels. Ci-dessus on a prouvé
que dans R le systéme standard u,v € I entraine qu’il existe un réel w vérifiant le
systéme standard

f) = flw)=@w-u)f(w) , uw<w<v.
En appliquant le Principe de transfert (version de la page 139) on en déduit qu’il en
est de méme dans *R. |
Remarque.

On doit rapprocher ce résultat du Théoréme des accroissements infinitésimaux. Pre-
nons un réel xo dans I et Az infiniment petit tel que z¢o + Az soit dans *I . D’une
part il existe ¢ entre zg et zg + Ax tel que

f(@o + Az) — f(zo) = Azf'(c),
d’autrepart
f(@o + Az) — f(zo) = Azf'(zo) + o(Az) .

Le remplacement dans f’ de xg par ¢ est donc le prix a payer pour obtenir exactement
f(xo+ Az) — f(x0) et aussi pour pouvoir considérer des Az non infiniment petits. .

12.2 Croissance, décroissance

Utilisons le Théoréme de Lagrange pour étudier la croissance ou la décroissance
d’une fonction dans un intervalle tout entier.
Théoréme 34. Soit f dérivable dans un intervalle I de R.

1. Sidans I on a f'(x) > 0, resp. f'(x) <0, alors f(x) est strictement crois-
sante, resp. strictement décroissante, dans I .

2. Sidans I on a f'(x) >0, resp. f'(x) <0, alors f(x) est croissante, resp.
décroissante, dans I .

3. Si f'(x) =0 dans I, alors f(x) est constante dans I .

En effet, envisageons le cas f'(x) > 0 dans I : soient u, v dans I et u < v, il
existe ¢ €]u, v, tel que

f) = flw)=@w—u)-f'(c),
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c est dans I d’ou f'(c¢) > 0 et donc f(v) — f(u) > 0.

Voici un résultat capital pour la suite, simple conséquence du Théoréme de La-
grange. En effet, appliquant la derniére partie du théoréme 34 a f(z) — g(z), on
obtient immédiatement :

Corollaire 35. Soient f, g deux fonctions dérivables dans un intervalle I de R.
Alors f'(x) = ¢'(x) dans I si et seulement s’il existe une constante réelle C' telle que
f(z) =g(z) 4+ C dans I

12.3 Application & la recherche d’extrema.

Envisageons la recherche des extrema locaux de f correspondants a des abscisses
ou f est dérivable. D’aprés le Théoréme de Fermat ces abscisses sont parmi les
solutions de f/(z) = 0 ; mais il se peut que f/'(z9) = 0 et que f n’admette pas en
xo d’extremum local, par exemple x — 22 est strictement croissante dans R et sa
dérivée s’annule en 0.

Une premiére méthode pour trouver les abscisses correspondant aux
extrema locaux consiste a étudier le signe de f/(z) et d’en déduire ainsi
ou f(z) est croissante, décroissante, on peut alors déterminer parmi les
solutions de f/(r) = 0 les réels donnant lieu & un maximum local et ceux
donnant lieu & un minimum local.

Nous verrons plus loin (Théoréme 43 page 182) un autre moyen efficace pour
déterminer dans certains cas si une abscisse ou la dérivée s’annule donne lieu & un
extremum local.

Exemple 12.1. Admettons que l'aire de ’ellipse d’équation 2—2 + i’—j =1 (ot a,b
sont > 0) vaut wab. Soit po = (o, yo) un point du plan tel que xq et yo soient > 0.
Parmi toutes les ellipses passant par pg et dont les axes sont ox et oy, déterminez
s’il y en une qui délimite une aire minimale, une qui délimite une aire mazximale.

Solution. Soient a, b des réels > 0. Cherchons la relation entre a et b pour que
p 2

lellipse d’équation i—; + ¥z = 1 passe par po . En choisissant a comme paramétre on
obtient :

b2 — a2y02
a? — xo?

Notons Aire(a) 'aire délimitée par une telle ellipse. Puisque Aire(a) > 0, les extrema
de Aire(a) correspondent aux extrema de Aire?(a). Cherchons donc les valeurs de

a > 0 qui donnent lieu & des extrema de

71_2(14:[/()2

Aire?(a) = 5

a? —xo2

On a
dAire*(a)  2nyja’(a® — 227)
da B (a? — 23)? ’
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d’ou
a 0 \/5:1:0
d Aire?
M 0l<o 0 >0
da
Aire(a)? N | min. local | A~

L’aire délimitée par lellipse a donc un minimum pour a = v/2z¢ et n’a pas de
maximum. La valeur minimum de 'aire vaut

Aire(V2x0) = 2maoyo -

Exemple 12.2. La résistance a la déformation d’une poutre horizontale de section
rectangulaire est proportionnelle a la largeur de sa section et au cube de la hauteur
de sa section. Quelle est la poutre la plus résistante qui puisse étre taillée dans un
tronc d’arbre cylindrique de rayon r fixé.

Solution. Notons h, [ respectivement la hauteur, la largeur de le section. Notons
D la résistance a la déformation. On a donc

D = kIR? (12.3)

ol k est une constante > 0.
Cherchons la relation reliant [ et h. Puisque la section est un rectangle inscrit
dans un cercle de rayon r on a forcément

d’ott 42 =12 + h?. Au vu de (12.3), prenons h comme variable indépendante, ainsi
D apparait comme une fonction D(h). Puisque

l=+/4r2 — h2

on a

D(h) = kh3\/4r2 — h2 .

 4kR2(3r% — h?)
vy e

Le signe de D'(h) est donc donné par le signe de 3r® — h?, d’out

h 0 V3r
D'(h)y|>0]>0] 0 |<0

D(h) / N

D(h) est donc strictement croissant dans [0,1/37] et strictement décroissant dans
[v/3r,0], par conséquent D(h) admet un maximum pour h = +/3r. Il faut donc
tailler une poutre dont la hauteur de la section vaut v/3r et dont la largeur de la
section vaut r.

Il s’ensuit
D'(h)
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12.4 Exercices proposés

1. Sip-V =20 et si p=4=0.005, évaluer V. Quelle est la précision de cette
évaluation.

2. Montrer que la somme de deux termes positifs dont le produit est constant
est minimum lorsque ces termes sont égaux.

3. En enlevant des carrés égaux aux quatre coins d’une feuille carrée de coté a,
on obtient le développement d’une boite sans couvercle. Quelle doit étre la
longueur du coté de ces carrés pour obtenir une boite de volume maximum ?

4. Comment plier une tole de zinc, large de 12 cm de maniére que la gouttiére
ainsi formée ait la forme d’un trapéze isocéle de grande base 8 cm et que la
capacité de cette gouttiére soit maximum 7

5. On posséde des cercles de métal de rayon r dans lesquels on veut découper
un triangle isocéle dont la surface est maximum. Comment procéder ?

6. Une fenétre normande (rectangle surmonté d’un demi-cercle) doit avoir une
surface de 4 métres carrés. Comment la tracer pour avoir le plus petit péri-
métre possible 7

7. Par un point donné a l'intérieur d’un angle, mener une droite qui forme avec
les deux cotés de 'angle un triangle d’aire minimum.

12.5 Théoréme des accroissements infinitésimaux,
3e partie

Rappelons que dans le Théoréme des accroissements infinitésimaux, on se plagait
en un réel zg et on évaluait Af = f(zo + Az) — f(x¢) pour Az infiniment petit. A
l’occasion de la continuité uniforme, on a vu qu’on pouvait parfois avoir de mauvaises
surprises en remplacant un réel par un hyperréel (voir page 139). On peut dés lors
se poser la question :

si dans la 2¢ partie du Théoréme des accroissements infinitésimaux on
remplace le Téel xo par un hyperréel x, les conclusions sont-elles conser-
vées, autrement dit peut-on encore prétendre que

flz + Az) — f(z) = f(x)Ax + o(Az) 7

En fait, comme on va le voir, la réponse a cette question est liée au fait que la dérivée
/' soit continue. On définit :

soit I un intervalle de R, la fonction réelle f est contindment dérivable dans 1
lorsque f est dérivable dans I et lorsque la dérivée de f dans I est continue dans I.
Comme précédemment, si Uintervalle I est de la forme [a, b], on considére seulement
f(x) pour a < x < beten aetbon considére la dérivée a droite, respectivement a
gauche.

La réponse a la question posée ci-dessus est affirmative pour une fonction conti-
niment dérivable dans [a,b] :
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Théoréme 36 (Accroissements infinitésimaux, 3¢ partie).
Soit f contindment dérivable dans [a,b] (a, b réels). Alors pour tout x dans *[a,b]
pour tout Ax infiniment petit non nul tels que x + Ax € *[a, b], la variation

flz+ Azx) — f(z) est O(Ax) et

| f(2+Az) — f(2) = Aw- f'(z) + o(A) |. (12.4)

Démonstration. D’aprés le Théoréeme de Lagrange, il existe w entre z et x + Ax

tel que
flx+ Ax) — f(x) = Az - f/(w) . (12.5)

On a w ~ x. La fonction f’ étant continue dans [a,b], on peut lui appliquer le
Théoréme de Continuité uniforme, par conséquent f’(x) est limité et

fw) = f'(x),
il existe donc ¢ ip tel que f'(w) = f'(z) + ¢. En remplagant dans (12.5) on obtient
flx+Az) — f(z)=Az- f'(z) + Az - e = Az - f'(z) + o(Ax) .

f/(x) étant limité, cela entraine aussi que f(z + Ax) — f(x) est O(Ax). O



Chapitre 13

Le Théoréme fondamental

Pour calculer une intégrale, il est bien connu qu’il faut chercher une primitive et
faire varier la primitive entre les bornes d’intégration. Ce résultat essentiel relie de
fagon trés étroite les deux notions de base de 1’Analyse, les dérivées et les intégrales.
En fait cela fait 'objet d'un théoréme qui & juste titre est qualifié de Théoréme
fondamental de I’Analyse. Pourtant, a priori et sur base de ce que mous avons vu
jusqu’ici, les dérivées et les intégrales sont des notions bien distinctes! L’histoire
des Mathématiques nous confirme cela. Ainsi dés la premiére moitié du 17¢ siécle
d’illustres mathématiciens tels Fermat, Pascal calculent des aires de parties du plan
comprises entre 'axe des abscisses et des courbes d’équation y = 2™ (n # 1), mais
ils calculent ces aires au prix d’ingénieux calculs de sommes d’une infinité d’aires de
rectangles. En fait on ne sait pas alors que le calcul de ces aires peut s’effectuer en
faisant varier % entre les abscisses adéquates. Il faut attendre Newton en 1669
et quelques années plus tard Leibniz pour prendre conscience de cela et découvrir
la relation fondamentale entre les aires considérées, autrement dit les intégrales, et
lopération de primitivation qui est 'opération réciproque de la dérivation.

13.1 Le Théoréme fondamental, 1% partie
Théoréme 37 (Théoréme fondamental, premiére partie).

Soient I un intervalle de R, xo un réel dans I et f(x) continue dans I. Alors la
fonction x — f;o f(t)dt est dérivable dans I et dans cet intervalle

< / jf(t)dt - f().

Démonstration. La fonction ¢ — f(t) étant continue dans I, l'intégrale f;o f(t)dt
existe quel que soit = dans *I. Pour tout x dans *I posons

Glz) = /wf(t)dt .
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Fixons un réel x dans I et cherchons & dériver la fonction G en z. Soit Ax
un infiniment petit non nul tel que  + Az soit dans *I (on prend cette derniére
condition au cas ol z serait & une extrémité de l'intervalle ). Evaluons le quotient
différetiel de G en « :

- 2 — " z+Ax €
Gla+8) -6t _ 1 / F(t)ydt - /mfu)dt)

1 r+Azx
- = / Fo)dt .

D’aprés le Théoréme de la moyenne il existe un w entre x et x + Az tel que

r+Azx
/ F(t)dt = Az f(w) .

Il s’ensuit G(r + Ax) — G(x)
x z) -G
i = f(w)

et aussi w ~ x. Alors f(w) ~ f(x) et donc
G(z 4+ Az) — G(x)
Az

Le quotient différentiel de G est donc limité et a pour partie standard f(z). Ainsi
G'(z) = f(x) dans lintervalle T O

~ f(x) .

Ainsi Popération de dérivation peut étre considérée comme 1’opération
réciproque de l’intégration dans [zg,z] ! Il y a donc un lien trés étroit entre les
opérations de dérivation et d’intégration.

En particulier, on peut maintenant dériver Inz. Puisque dans ]0,+oo[ Inz =

J 4 i s’ensuit immédiatement : Ina est dérivable dans ]0, +oo[ et

1
(Inz) =~ dans |0, +oo|
T

13.2 Primitives

Soit I un intervalle de R.

Définition. La fonction H est une primitive de f dans I lorsque H'(x) = f(x)
dans lintervalle I.

L’opération de primitivation, qui consiste a chercher une primitive de la fonction
considérée, est donc 'opération réciproque de la dérivation.
Attention : rappelons-nous que lorsqu’on considére la dérivée dans un intervalle
dont une extrémité est fermée, en cette extrémité par f/(z) on entend la dérivée a
droite ou a gauche selon qu’il s’agit de ’extrémité gauche ou de I'extrémité droite, il
en est donc de méme pour les primitives. Ainsi, si on dit que H (z) est une primitive
de f(z) dans [a,b] cela signifie :
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— en tout point de Ja,b[, on a H'(z) = f(x),

— f(a) est la dérivée a droite de H(z) en a,

— f(b) est la dérivée a gauche de H(z) en b.
Par exemple sin x est une primitive de cosx dans R et %x% est une primitive de /x
dans [0, +oo].

Se pose évidemment la question de I'existence d’une primitive pour une fonction
donnée. La réponse est donnée par le Théoréme fondamental, en effet d’aprés celui-ci,
si f est continue dans I et si nous fixons un xy dans I, la fonction

z—> L o

est une primitive de f dans I, par conséquent :

Théoréme 38 (Existence des Primitives).
Toute fonction continue dans un intervalle I de R admet une primitive dans cet
intervalle.

Bien entendu il ne peut y avoir unicité de la primitive d’une fonction, en effet si
on ajoute une constante & une fonction dérivable, la dérivée ne va pas étre modifiée.
La aussi la situation peut étre précisée : d’aprés le corollaire 35 on a :

Si Hy est une primitive de f dans un intervalle I, alors une fonction Hs
est une primitive de f dans I si et seulement s’il existe une constante
réelle C' telle que Hq(x) = Ha(x) + C pour tout x € I .

Par conséquent

toutes les primitives d’une méme fonction dans un intervalle sont égales
entre elles a une constante additive preés.

Mais attention si on travaille dans plusieurs intervalles ouverts I, Io, ...ne se
touchant pas, on peut ajouter & une primitive H de f une constante C'; dans l'in-
tervalle I, une constante Cs5 dans l'intervalle I5 ... , la fonction ainsi obtenue est
encore une primitive de f dans les intervalles considérés. Par conséquent quand on
parle “d’égalité a une constante additive prés” il faut savoir que si on se place dans
plusieurs intervalles ouverts ne se touchant pas, la constante qu’il faut ajouter a une
fonction pour avoir 'autre peut trés bien varier d’'un intervalle ouvert & un autre.
Notation
Pour représenter le fait que deux fonctions f, g soient égales a une constante additive
pres, on peut écrire f(x) = g(x)+C ou C représente une constante arbitraire, mais
on écrit aussi f(x) ~ g(x)

A priori, au vu de la définition, il serait normal de représenter les primitives
d'une fonction f(x) par exemple par la notation D=1 f(z), il n’en est pourtant pas
ainsi : les primitives d’une fonction f(x) se notent

/f(fv)dx- (13.1)

Cela peut sembler anormal alors qu’au vu de la définition I’opération de primitivation
a priori ne serait pas liée a lintégration! Mais depuis le Théoréme fondamental,
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on sait que cela est faux, on sait que pour obtenir une primitive de f(x) il faut
considérer l'intégrale f;o f(t)dt. Précisément voila la raison de la notation (13.1) :

cette notation est en quelque sorte une “abréviation” de fjo f(@)dt. Cest
aussi la raison pour laquelle, dans le passé, les primitives étaient aussi appelées
intégrales indéfinies tandis que les intégrales étaient appelées intégrales définies.
Ainsi lorsqu’on écrit (13.1) la variable x n’occupe pas sa vraie place, la variable x
devrait en fait prendre la place de la borne supérieure d’intégration. On comprend
dés lors pourquoi la notation fab f(x)dz désigne un nombre ne dépendant pas de x
mais dépendant de a et de b, tandis que la notation (13.1) représente une fonction
dont la variable est x.

13.3 Théoréme fondamental, 2° partie

La 2¢ partie du Théoréme fondamental va enfin nous permettre de calculer des
intégrales en faisant varier une primitive entre les bornes d’intégration.

Théoréme 39 (Théoréme fondamental, deuxiéme partie).
Soient a,b € R, a < b et f continue dans [a,b]. Supposons que H soit une primitive
de f dans [a,b]. Alors

b
/ F(@)de = H() — H(a) .

Démonstration. Soient zy un réel fixé dans [a,b] et

x) = /m: f@)dt

G et H étant deux primitives de f dans [a, b], il existe une constante réelle C' telle
que G(x) = H(z) + C dans [a,b]. Il s’ensuit :

/a " b

/ ft dt+/f ~Gla) + Gb)
b) 4+ C — Ha) — C = H(b) — H(a).

Par exemple :
[ sinzdx ~ — cosz dans R d’ot

/ sinzdr = —cosm +cos0 =2 .
0

dx )
Tz ~arctgz dans R d’ou

1
1
/ 5z ———dx = arctg(1) — arctg(—1) =

ol
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[ Vadz ~ 2x% dans [0, +oo[, dot

/OQﬁdng.

Notation : la variation de H(z) entre a et b, c’est-a-dire H(b) — H(a), est souvent
notée [H (x)]8

13.4 Exercices résolus

Exercice 13.1. Dérivons la fonction

sin
T — V14 t3dt.

1

Solution. La fonction ¢ — /1 + t2 est continue dans R. Par conséquent dans R

i/ V14 2dt = \/1+u?.
du 1

En utilisant la régle de dérivation d’une fonction composée on obtient dans R

d sin x

— V14 t2dt = (cosz) V1 +sin’z .

dx 1

Exercice 13.2. Soit f une fonction continue dans [0,4] telle que f(z) > 0 pour
tout x € [0,4] . Que peut-on dire de la fonction h suivante :

1,2
b xi—)/ F(dt 7
0
Solution. Pour u dans [0, 4] posons

Gu) == /Ou F(tyt.

Dans [0,4] on a G'(u) = f(u). Or h(x) = G(2?). Puisque 22 € [0, 4] si et seulement
si x € [—2,2] et vu les régles concernant la dérivée d’une fonction composée, la
fonction h est dérivable dans [—2,2] et dans h/(z) = 2z f(2?) dans [-2,2].

Ainsi h'(z) < 0 dans [—2,0] et h'(z) > 0 dans ]0,2] ; la fonction h est donc
strictement décroissante dans [—2, 0], strictement croissante dans ]0, 2] et admet en
0 un minimum valant 0.
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13.5 Exercices

1. Soit f continue dans un I. Dérivez les fonctions suivantes en indiquant ou
cela est possible :

223
fiizr— ft)dt avec I=R,
1

2sinz
f231'|—>/ f@)ydt avec I=10,4o0[,
0

212
faraxr— f@)dt avec I =1[2,+o0[.

2

2. Sachant que f est continu et strictement croissant dans R et que f(1) = 0.

Dérivez la fonction G définie ci-dessous et cherchez ses extrema locaux dans

Iintervalle | — 5, 5] -

2cosx
Glz) = /0 F(t)dt



Chapitre 14

Logarithmes et exponentielles

14.1 Logarithme népérien

On a déja défini le logarithme népérien. On sait que Inwu est défini pour tout
u >0 par:

“1
Inu = / —dt . (14.1)
l t

Comme toute fonction réelle, la fonction Inx a une extension standard, par consé-
quent la formule (14.1) est vérifiée pour tout hyperréel u > 0.

On a déja remarqué que Inz est strictement croissant et grace au Théoréme
fondamental, on sait aussi

1
n'(z) = —.
n'(z) -

Par conséquent In x est la seule primitive de % dans ]0, +00[ dont la valeur en 1 soit
0. Nous allons maintenant compléter ces résultats.

Théoréme 40. Siu et v sont des réels > 0

‘ln(u-v) = Inu+1Inv ‘ (14.2)

Démonstration. Soient v un réel > 0 fixé et g la fonction définie par
g:x>0r—In(u-x).

Dans ]0,+o0[, on a
g () =1/x=(Inz)".
Il existe donc une constante C' telle que pour tout = €]0, +0o[ on ait

Inz=g(z)+C=h(u-z)+C.
En faisant z = 1 nous obtenons C' = —Inu, d’ou

In(u-z) = Inu+Inzx.

169
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Il s’ensuit :

Siu, v sont des réels > 0 et si a est un rationnel ',

1
In—=—-Inu |, In<=1lnu—Ilnov , mu®=a-Inu . (14.3)
u v

Démonstration. De

1 1

1 In(—) =1 -—)=In1=0

n(w) +1n(=) = In(u- =) = 1In

il découle les deux premiéres formules. Prouvons la troisiéme. Si « est un naturel
> 0, il suffit d’itérer la régle (14.2). Si a = 0, la formule est vérifiée puisque In1 = 0.
Si a = —m avec m un naturel > 0, on a

Considérons o = p/q avec p, g des naturels > 0, on a
(up/ q )q — P

d’ou
gln(uP’?) =p-Inu
et la formule annoncée est bien démontrée. O

Remarquons qu’en appliquant la Régle de transfert on voit que les formules
(14.2), (14.3) sont vérifiées pour tous hyperréels u,v > 0.
Montrons
In2<1<1In3 (14.4)

Considérons la figure 14.1. Il est évident que In2 < 1. D’autre part

3 1.4 4 4 4 4 4 4 4:_282711

m G TE T i s T e T Tt T

Puisque Inz est continu dans |0, +oo|, en appliquant le Théoréme des valeurs inter-
meédiaires a (14.4), on voit qu'il existe un réel u entre 2 et 3 tel que Inu =1, vu le
caractére strictement croissant de Inx un tel réel est forcément unique, ce réel est
particuliérement important et porte un nom particulier :

Définition. Le nombre e est l'unique réel u tel que Inu = 1.

Fee<3).

Plus tard on verra comment la Formule de Taylor permet de calculer le nombre e
avec une précision arbitrairement grande, nous pourrons alors chercher un nombre
arbitraire de décimales de e et voir que e = 2.7182... . Signalons que le nombre e est
un nombre irrationnel et méme un nombre transcendant.

Par conséquent

1. cette condition sera abandonnée dés qu’on aura vu les exposants irrationnels
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FIGURE 14.1: In2 <1< 1In3

Soit r un réel quelconque, en prenant pour p la partie entiére de r on a
p<r<p+1etdonc
In(ef) <r < In(eP™) .

En appliquant encore le Théoréme des valeurs intermédiaires il existe un réel v tel
que Inv = r, autrement dit

l’ensemble des valeurs de la fonction Inx est R.

Cherchons les limites de Inz en 0 et 400 :

lim lInz = —o0 et lim Inz = 400 |. (14.5)
xz—0 T——400

En effet : soient H un ig > 0 et m un naturel quelconque, on a H > €™ d’ou
In H > In(e™) = m, ainsi In H est plus grand que tous les naturels et est donc ig
positif. La limite en 0 se déduit de la limite en +o00 : si e est un ip > 0, 1/¢ est un
ig >0 dotIne =1In(L) est un ig < 0.

Sur la figure 14.2, on a représenté le graphe de Inx .

14.2 La fonction exponentielle

La fonction x —— Inxz étant strictement croissante admet une fonction réci-
proque, d’ott :

Définition. La fonction exponentielle, notée exp , est la fonction réciproque de
la fonction x — Inx , autrement dit

‘v =exp(u) siet seulement st uw=Inwv, (14.6)
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y=ln x

FIGURE 14.2: Graphe de Inz

En particulier
exp(0) =1 et exp(l) =e.

Au vu de ce qu'on sait & propos de Inx, on a :

la fonction exp(z) est strictement croissante, son ensemble de définition
est R et son ensemble de valeurs est |0, +oo| et

lim exp(z) = +o0 et lim exp(z)=0.

r—+o0 T——0Q

Des propriétés de Inx on déduit encore :

exp(u+v) = explu)-exp(v) ,
_ 1

exp(—u) = xp(a)

exp(u—v) = f{ig“i

expla-u) = (exp(u)” .

En effet pour prouver I'égalité de nombres il suffit de prouver 1’égalité de leur
logarithme, ainsi pour prouver la premiére de ces formules, il suffit de remarquer

In(exp(u) exp(v)) = In(exp(u)) + In(exp(v)) = u + v = In(exp(u + v)) .

Dérivons la fonction exponentielle. Remarquons d’abord que, vu le Théoréme de
continuité des fonctions monotones, exp(x) est continu dans R. Soit z¢ un réel fixé
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y=exp(x)

// ‘ x

0 1

FIGURE 14.3: Graphe de exp(z)

et Az un ip # 0. Pour nous ramener a la dérivée de In, posons
yo :=exp(zo) et  yo+ Ay:=exp(ro+ Azx).
Vu la continuité de exp(x), la variation Ay est ip et est # 0. On a
xo =1In(yo) et zo + Az =In(yo + Ay) .
Le quotient différentiel de exp s’écrit :

exp(zo + Ax) —exp(wo) Ay 1
Az In(yo + Ay) —In(yo) ~ Q@Din

QD =

ou @Dy, est le quotient différentiel de Iny en yo. Or QDy, ~ ﬁ et est donc appré-
ciable. Par conséquent QD est aussi appréciable et

st(QD) = yo = exp(zo) .

Par conséquent la dérivée de exp(x) en z¢ vaut exp(zg) . En conclusion

‘exp’(x) = exp(z) dansR ‘

14.3 Exposants quelconques

Ici a est un réel > 0.
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On connait déja les puissances a exposants rationnels (voir page 137). Nous
voudrions ici donner un sens a a” pour tout réel r de telle sorte que les propriétés
élémentaires des exposants rationnels soient maintenues pour tous les exposants
réels. Il nous reste donc a définir des puissances a exposants irrationnels.

D’apreés (14.3), pour tout rationnel ¢ on a

a? = exp(Iln(a?)) = exp(q - Ina) . (14.7)
Dés lors tentons la définition suivante :

Définition. Soit a > 0 et r un irrationnel, alors posons

‘a = exp(r-Ina) ‘

La formule (14.7) est donc vérifiée pour tout réel ¢ et donc :

Pour tout a > 0 et pour tout u, on a

‘ a" = exp(u-1na) ‘ . (14.8)

La définition ci-dessus des puissances & exposants irrationnels convient. En effet,
comme on va le voir, elle conserve les propriétés bien connues des exposants ration-
nels. Envisageons trois de ces propriétés.

1. Cherchons a("1+72)

a"1772) = exp((ry +73) - Ina) = exp(r; - Ina) - exp(ry - Ina) = a™ - a™

2. On a aussi In(a”) = In(exp(r - Ina)) =7 -lna.
3. Cherchons a™ " :
ro

a™ " =exp(ry -2 - Ina) = exp(rs - In(a")) = (a™)

Ainsi pour tous a, b > 0, et pour tous u, uy, us, on a

almtu) = g qua | gl = O
a2
1
(u1-u2) _ w1\ U2 —u _

a (a™) ., a p

a a®

. b uo_ ou bu e 2

(o) =a bt (=

(I <aetwu; <up) entraine a"* <a"

(0<wueta<b) entraine a*<?b"

In(a") =u-Ina.

Puisque Ine = 1, on a aussi
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Autrement dit la fonction exponentielle exp est aussi la fonction x — e .

Soit a un réel > 0. Si ¢ est un ip > 0 et si H est un ig > 0, on a

alne aln H

e¥ = exp et HY = exp

On sait que Ine€ est ig < 0 et In H est ig > 0, il s’ensuit que €® est un ip et que H* est
un ig > 0. Si 'exposant « était négatif, il faudrait inverser les réponses, autrement
dit :

siaréel >0 | IP*=1IP | IG* = IG
siaréel <0 | IP*=1IG | IG* =1IP

Fonction puissance a exposant réel o

Auparavant, on pouvait déja considéré les fonctions puissances a exposants ra-
tionnels. Ainsi 23 était définie comme étant (¢/x)* dans R tout entier, tandis que xa
était définie comme étant (/z)® dans [0, +oo[. Maintenant on peut aussi considérer
les fonctions puissances a exposant irrationel, c’est-a-dire les fonctions x — z® ol «
est une constante irrationnelle qui sont définies seulement pour = > 0.

Que lexposant « soit rationnel ou irrationnel, dérivons ® en nous limitant ot
cela est toujours possible c’est-a-dire a Uintervalle |0, +o00[. Utilisons la formule

& = ealnm )
Ainsi on a o
(l‘a)/ _ ealnm i axa_l
X
d’out

‘ (%) = az®"!  dans ]0, 00| ‘ :

On retrouve ainsi la régle qu’on a déja rencontré dans de nombreux cas particuliers.

Fonction exponentielle en base A

On peut aussi aussi considérer la fonction exponentielle en base )\, la base
étant un réel A > 1 fixé : il s’agit de la fonction = +— A* . Elle est définie dans R
tout entier et donc aussi dans *R. On étudie aisément cette fonction grace a

2T = erind (14.9)

Ainsi cette fonction est strictement croissante.
Soient ¢ ip, H ig positif. On a

)\E:es-:ln)\zl7

de plus, puisque M7 = efI"X ot In X\ > 0, le nombre A\ est ig positif et, puisque
AH = )\L}“ le nombre A~ est ip. En résumé, si A > 1

MP~1 ) MNPVt IG>0 ME<0 ost TP
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14.4 Ordres de grandeurs de In H, H*, \ et H!

Soient o un exposant réel > 0, A un réel > 1 et H un infiniment grand

positif. Comparons les infiniment grands In H, M et H* et H!.

1. Comparons d’abord In H et H .

InH
~0 ‘est-a-di
Tla c’est-a-dire

. Inx
lim — =0
rz—+oo %

Inx

(14.10)

Démonstration. Envisageons d’abord le cas de =* . Pour tout z > 1, on a

Inz 1 [“dt 1
0<—=- — <=
T r )it T

Cdt 2\/5—1

Vi T

En particulier, si H ig > 0,

VH -1 11
0<24 — = 9(—e — —
VH H

H
le rapport % est compris entre deux ip et est donc aussi ip.
In H

)~ 0,

Pour 4%, remarquons
InH  1ln(H*) 1@
He H* o G
si on pose G = H. Mais G est ig > 0 et donc % ~ 0 d’ou llnf—f ~0. m]

2. Comparons maintenant H® et M. Pour cela ramenons-nous au cas ci-dessus :

posons G := A = A Le nombre G est un ig > 0 et H = 111115\; On a donc

H*  (InG)* 1 InG

M MG - e lgr ) (14.11)

Vu (14.10), la fraction (InG)/G= est ip et I'expression (14.11) est un aussi ip, d’ot

HQ (63
T 0 c’est-a-dire a:Er—il:loo f\—z =0 |. (14.12)

3. Jusqu'ici ordre de grandeur le plus élevé est celui de M. Montrons que l'ordre
de grandeur de H! est encore plus élevé, prouvons :
pour tout H hypernaturel infiniment grand,

M o est-a-di lim 2 =0 (14.13)
H' ~ c'est-a-aire mgnoo m' = . .
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Démonstration. Fixons un naturel ¢ supérieur a A. Soit k un naturel > t. Alors

AF by ARt 1
B —1) t-(t+)-.. (k1) k&
La fraction (ti—tl), est une constante réelle ne dépendant pas de k, notons-la C'. Le
produit t- (t+1)-...- (k — 1) compte k — t facteurs tous > \, d’on
)\k—t
0< <1

t-(t+1)-...-(k—1) =

Par conséquent
L
0<—<—.
k' Tk
L’inégalité ci-dessus est vérifié pour tout naturel k& > t, d’ou, vu le Principe de
transfert, il en de méme pour tout hypernaturel £ > ¢. En particulier, si H est un

H H
hypernaturel ig, on a 0 < % < % d’ou % est ip. O

Une indétermination importante reste a lever, la voici :

Inx

all—>mlx—1:1

Soit x &~ 1 et x # 1. Vu le Théoréme de la Moyenne et la définition de In z, il existe

u entre x et 1 tel que
Inx

z—1"

1
>
U
puisque x =~ 1, on a u &~ 1 et par conséquent

|
ne ~1.

r—1

14.5 Logarithme en base )\

La base est un réel A > 1.
Soit u > 0. Remarquons u = AV est équivalent & u = e
Par conséquent :

Inu

vIn A oregt-a-dire v = BY |
) In A

pour tout nombre u > 0, il existe un et un seul nombre v tel que u = A", ce nombre
v est appelé le logarithme de u en base )\ et est noté log, u. Autrement dit le
logarithme d’un nombre > 0 est Uexposant qu’il faut donner a la base pour obtenir
ce nombre.

Par exemple

1 1 1 1
10g416—2»10g2ﬁ——§,log\/§9—4,log9ﬁ_—1,
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Le logarithme népérien est donc le logarithme en base e. Le logarithme en base 10
d’un réel u > 0 est simplement noté logw .
Ci-dessus on a en fait prouvé :

Inu
1 =—|. 14.14

Cette formule permet d’étendre immédiatement les formules vues & propos de Inu
aux logarithmes dans une base quelconque : si u, v > 0,

logy(uv) = logyu+logyv,
1 ! 1
ogy— = —lo
gx " ExU
u
logAE = log,u—log,v,
logyu® = alogyu.

De (14.14), il découle la Formule de changement de base : si > 1et u >0

log, u

log, u = .
o logyp

14.6 Exercices

1. Sans utiliser la calculatrice, cherchez :

1) log, 8 4) 3losvz 10
2) IOgQ\/g m 5) 210g45
3) log, /5 V16 6) 16883
2. Résoudre
1) In2z > —1In(x + 1) 3) 827 = (y/2)*1
2) logy x > logg(3z — 2) 4) " < 10"

3. Des mathématiciens ont prouvé que le nombre 244497 — 1 était premier. Com-

bien de chiffres trouve-t-on dans son écriture décimale ?

ou

1
[H+]
[H+] est la concentration en ions H+, c-a-d le nombre de moles H+ par litre
de solution.

4. En Chimie, on définit le pH d’une solution acide : pH=log

(a) Quel est le pH d’une solution contenant 2 - 1071° moles H+ par litre ?
(b) Quelle est la concentration en ions H+ d’une solution dont le pH est 47

(c) Sila concentration en ions H+ augmente de 5%, comment varie son pH ?
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Formule de Taylor d’ordre deux

La Formule de Taylor d’ordre deux poursuit la méme idée que le Théoréme de
Lagrange et va plus loin en utilisant la dérivée seconde.

Soit f(z) une fonction réelle. La dérivéé seconde f”(x), notée aussi % ou encore
f@(z), est bien entendu obtenue en dérivant f/, autrement dit f”(z) = (f'(z))’ .

15.1 Formule de Taylor d’ordre deux

Théoréme 41 (Formule de Taylor d’ordre deux).

Soient I un intervalle, f dérivable 2 fois dans I et a un réel dans I. Pour tout réel
x dans I différent de a, il existe un réel ¢ dans la, x| ou |x,a (selon que a < x ou
x < a) tel que

(z —a)?

fl@) = fla)+(x—a)f'(a) +

Démonstration. On raisonne comme dans la preuve du Théoréme de Lagrange, la
seule différence est qu’on considére une autre fonction G(y) . Fixons x dans I, = # a.
Posons cette fois

Gly) = fly)+@—yf'y) +K@@—y).

ol K est une constante. Cherchons la valeur a donner a K pour que G(z) = G(a).
11 suffit pour cela d’avoir

f@) = f(a) + (z — a) f'(a) + K(z — a)?

et donc de prendre

fl) ~ f(@) ~ (= —a)f'a) o)
(x —a)?

Ainsi G(a) = G(z), de plus G(y) est dérivable dans I, d’ou également dans [a, 2] ou

[,a] . En appliquant le Théoréme de Rolle, on obtient un réel ¢ dans |a, z[ ou |z, a|

tel que G'(¢) =0. Or

K =

G'(y) = (= —y)(f"(y) - 2K) .

179
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1"
Puisque ¢ # x, nous avons forcément K = ! 2(0) , d’ou la formule annoncée en

remplacant dans (15.1). ]

Il faut remarquer que le nombre ¢ dont il est ici question dépend bien entendu de
la fonction considérée, de a mais aussi de x ; si nous modifions x il faut s’attendre
a ce que ¢ change.

Remarque Gréace au Principe de transfert, on peut également appliquer la Formule
de Taylor pour = hyperréel dans *I, le ¢ est alors un hyperréel se trouvant entre a
et x.

La formule de Taylor d’ordre 2 s’énonce encore :

Si f est dérivable deux fois dans un intervalle I et si xo, xo+ Az sont dans *I (Ax
étant hyperréel, éventuellement réel), alors il existe ¢ entre xg et xg + Ax tel que

2
Flao + &) = f(zo) + Ax f/(w) + ()

c’est-a-dire

Ax?
Pl + ) — (o) = dfey (M) + 2o 1" (c) (15.2)

Ainsi on élargit le champ d’application de la différentielle, on va pouvoir
calculer la variation de la fonction au moyen de la différentielle méme lorsque Ax
n’est pas assimilable & un infiniment petit et évaluer 'erreur ainsi commise puisque
cette erreur vaut

Si on sait que dans lintervalle T on a |f”(z)] < K (K étant une constante réelle),
alors 'erreur commise en calculant la variation de la fonction au moyen de df,, (Ax)
est donc < %7”2 .

Une fonction f est dite 2 fois contindiment dérivable dans un intervalle I
lorsque f est dérivable deux fois dans I et f"(x) est continue dans I . Remarquons
qu’alors f(z) et f’(x) sont toutes deux continues dans I .

Supposons f 2 fois contintiment dérivable dans I. Prenons Az ip # 0, analysons

2
Perreur commise 82~ f”(c). Alors ¢ & xq et, puisque f”(z) est continue dans I, on
a f"(c) = f"(xo) + IP, d’on

Az? Ax?

5 f(e) = Tf”(xo) + o(Az?)

on a ainsi prouvé

Théoréme 42. Si [ est 2 fois continiment dérivable dans I, alors pour tout xg
dans I et pour tout Ax ip # 0 tel que xo + Ax soit dans *I, on a

2

A—xf”(:vo) + o(Az?) . (15.3)

f(zo + Az) = f(xo) + Az f'(x0) + 5
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Application a sinxz

Dans de nombreuses applications, lorsque la mesure o d’un angle est petite, on
assimile sin a & «a, voyons quand cela est légitime. Convenons : si § est un réel > 0,
la proposition “a = a’ & § prés” signifie que |[a —a’| < §.

Estimons sinx a 0 pres.

Pour tout x # 0 il existe ¢ entre 0 et x tel que
: z?
sing = — — sin(c) .

De plus
[sine| < || < |z|,
il s’ensuit
. |z[*
|sinz — x| < - (15.4)

Soit § la précision considérée (§ est un réel > 0), pour que |sinx — z| < ¢ il suffit
donc que |z| < V20 ; autrement dit si |z| < V23, on sinz = x a § prés. Envisageons
un cas concret en prenant § = 1073 : si |z| < 0.12 (radian!), on a sinz =z a4 1073
pres.

Soit € ip. Vu (15.3), on sait déja sine = ¢ + o(g?), mais on peut faire mieux. En
effet, d’apreés le Principe de transfert, 'inégalité 15.4, est encore vérifiée pour tout

x = e. Il s’ensuit )

0 < |sine — ¢| - 1
- g3 -2
la fraction le;%s‘ est donc limité, autrement dit :

sin(e) = e+ O(e?) |. (15.5)

Exercice. La fonction sinus cardinal notée sinc est la fonction définie par

. {w six#0,
sinc(z) =< %

1 sizx=0.

Puisque % ~ 1 pour € ip, on sait déja que la fonction sinc(x) est continue dans
R. Elle est aussi dérivable dans Ro . Dérivons sinc(z) en 0.

Solution. Pour dériver sinc(z) en 0, on doit appliquer la définition de la dérivée.
Soit Az ip # 0, le quotient différentiel en 0 s’écrit

Sinééz) -1  sin(Az) — Az

@D = Ax - Az

Vu (15.5) o
LIM - Ax
QD=—}xz=1F,

la dérivée de sinc(z) vaut donc 0 en z = 0.

La Formule de Taylor d’ordre 2 a de nombreuses autres applications. Nous allons
en voir quelques unes.
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15.2 Application & I’étude des extrema

Complétons les résultats deja vus concernant la recherche des extrema locaux.

Théoréme 43 (Détection d’un extremum).

Soit f deux fois contindment dérivable dans un voisinage d’un réel xo. Si f'(xg) =0
et f"(xo) >0 (respectivement f"(xo) <0 ), alors f admet en xo un minimum local
(respectivement un maximum local).

Démonstration. Envisageons le cas ot f'(z9) =0 et f”(z9) > 0. En raison de la
continuité de f” en g, il existe un voisinage V' de xo dans lequel f”(z) > 0. D’aprés
la Formule de Taylor pour tout « € V il existe c entre x( et = tel que

(x — 20)?

0L p(e)

f(x) = flxo) +
Forcément c est dans V' et donc f”(c) > 0, par conséquent f(z) > f(zo) . La fonction
f admet donc en zyp un minimum local. O

15.3 Fonctions convexes. Concavité

Soient f une fonction définie au moins dans un intervalle I de R et G le graphe
de f.

Définition. La concavité de G est tournée vers le haut dans I lorsque pour
tous x1,x2 dans I, le segment de droite joignant les points (1, f(x1)), (z2, f(x2)
est situ€ au dessus de G pour toute abscisse se trouvant entre xy et xo , alors on dit
aussi que [ est convexe dans I .

La concavité de G est tournée vers le bas dans I lorsque pour tous x1,xs dans
I le segment de droite joignant les points (x1, f(x1)), (z2, f(x2) est situé en dessous
de G pour toute abscisse se trouvant entre xy1 et xo, alors on dit aussi que f est
concave dans I .

Cette situation est illustrée sur la figure 15.1. On sait que les équations paramé-
triques du segment joignant (z1, f(x1)), (z2, f(x2)) sont

ou A €0,1];

{ x = A1+ (1—Nag
y Af(z1) + (1= A)f(22)

par conséquent

[ est convexe dans I si et seulement si pour tous x1,x2 € I et pour tout A € [0,1]
on a

FQz1+ (1= A)z2) < Af(x1) + (1= N)f(22) -

Théoréme 44. Si f'(x) est croissante (resp. décroissante) dans I, f est convexe
(resp. concave) dans I .
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FIGURE 15.1: Concavité tournée vers le haut

Démonstration. Supposons f’ croissante dans I. Soient x1,x9 € I, 77 < 9 et
A €]0,1[. Posons x := Axy+ (1 — N)xzo . Il existe ¢1, e tels que 21 < ¢ < < ¢ < 29
et tels que

fle) = f@)+ (21 —2)f'(c1)
flze) = f(@)+ (22 —2)f

Il s’ensuit
Af(@1) + (L= N f(z2) = f(2) + ML= A)(z2 — 21)(f'(c2) = f'(e1)) -
/' étant croissante, Pexpression A(1 — \)(x2 — 21)(f"(c2) — f'(c1)) est > 0 d’on

Af(@1) + (1 =N f(x2) = f(x) .

!
=
&

= — (1= N(z2 —21)f' (1) ,
ca) = f(x)+ Ax2 —21)f (c2) -

Il s’ensuit :

Soit f dérivable deuz fois dans un intervalle I. Si f"(x) est > 0 (resp.
<0) dans I, alors | est conveze (resp. concave) dans I .

La propriété ci-dessus donne un moyen pratique pour étudier la concavité d’un
graphe : il suffit d’étudier le signe de f”(z).

Définition. Le point (a, f(a)) est un point d’inflexion de G si f est dérivable en
a et s’il existe des réels u, v tels que G ait des concavités de sens opposé dans les
intervalles [u,a] et [a,v].

Pour déterminer les points d’inflexion il faut donc déterminer les abscisses ou
f"(x) change de signe.

Utilisons la Formule de Taylor d’ordre 2 pour comparer la position du graphe et
de la tangente.
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FIGURE 15.2: graphe de

1422

Théoréme 45. Si f est dérivable deux fois dans Uintervalle I et si f"(x) > 0 (resp.
f"(x) <0) dans I, alors pour tout xy € I la tangente ¢ G au point (xg, f(xo)) se
trouve en dessous (resp. au dessus) de G en toute abscisse de I .

Démonstration. Envisageons le cas ou f”(z) > 0 pour tout « € I. Soit g € I et
notons Tp la tangente en (o, f(x0)), équation de Ty s’écrit :

y = f(zo) + f'(zo)(w — x0) . (15.6)
Soit x € I. D’apres la Formule de Taylor il existe ¢ entre zg et x tel que

(x — 0)?

f(x) = f(zo) + (x — x0) f (x0) + 5 () . (15.7)

Comparons les ordonnées des points de Ty et de G de méme abscisse x en utilisant
les équations (15.6) et (15.7) : puisque f”(¢) > 0, on constate que I'ordonnée du

point de G est supérieure ou égale a celle du point de Tj. O
. . . 1
Exemple 15.1. Etudions la fonction f définie par f(x) := T
x
Solution. La fonction f est dérivable dans R et lim, 4 f(z) =0. On a
—2x
1) —

Dou f'(z) > 0 pour x < 0, f'(z) < 0 pour z > 0 et f'(0) = 0. f(z) est donc
strictement croissante dans | — oo, 0], strictement décroissante dans [0, +oo[ et admet
un maximum local en 0. Ce maximum local donne lieu au maximum de f dans R a
savoir f(0)=1.0On a
2
f”(l’) — 2(356 — 1) )
(1+ 22)3
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L’é¢tude du signe de f” donne :

v V3 V3
3 3
1" + 0 - 0 4+
concavité du graphe | U N U
i _ V3 3y (V3 3 cts d :
Les points (—%5>, 1), (%57, ) sont donc des points d’inflexion du graphe de f.

Le graphe de f apparait sur la figure 15.2.

15.4 Méthode de Newton-Raphson

Supposons que f prenne en a et b des signes opposés. Si f est continue dans
[a,b], alors f s’annule au moins une fois en un réel ¢ compris entre a et b. Comment
trouver ce réel ¢ 7

Une premiére méthode consiste a partager successivement Uintervalle [a,b] en
deux parties égales et a conserver les extrémités ou f prend des valeurs de signes
opposés. Ainsi si f(a) < 0 < f(b) et si ¢; est le milieu de [a,b] et si f(c1) > 0, on
pose ag = a, by = b et a; = ag, by = c1, ensuite si ¢y est le milieu de [ay,b;] et si,
par exemple, f(cg) < 0, on pose as = ca, by = by, et ainsi de suite . ... On peut alors
montrer que les suites a,, et b, tendent toutes vers un méme réel ¢ vérifiant f(c) = 0.
Mais cette méthode est peu rapide : les termes des suites a,, b, se rapprochent
lentement de la solution ¢ cherchée. Aussi en général on applique d’autres méthodes
et parmi celles-ci une des plus utilisées est la Méthode de Newton-Raphson.
Expliquons cette méthode.

FIGURE 15.3: construction de N R(u) lorsque u < ¢ et lorsque u > ¢

Envisageons la situation suivante

1. f(x) est 2 fois contindiment dérivable dans [a, ],



186 Chapitre 15. Formule de Taylor d’ordre deux

2. f(a) et f(b) sont de signe opposés et sont non nuls,
3. f'(z) et f"(x) sont non nulles dans [a,b] .

Vu le Théoréme des valeurs intermédiaires :

— appliquée a f, la fonction f s’annule dans [a, ],

— appliquée a [’ et a f”, les dérivées [’ et f” sont de signe constant dans [a, b] .
Alors f(z) étant strictement monotone dans [a,b], la fonction f s’annule donc une
seule fois dans [a,b], notons ¢ le réel situé dans |a, b tel que f(c) = 0.

Si u est dans [a, b], menons par le point du graphe d’abscisse u la tangente a ce
graphe; puisque f’(u) # 0 cette tangente ne peut étre horizontale et coupe donc
laxe des x, notons NR(u) labscisse de ce point d’intersection (voir figure 15.3).
Puisque 'équation de la tangente est

on a

W

f(u)
La méthode de Newton-Raphson consiste a construire une suite z,, par récurrence :
on choisit xg dans [a,b] et on pose

NR(u) =

Zpi1 = NR(x,) = 2, — o)

(15.8)

Cette construction est illustrée sur la figure 15.4. Nous allons montrer que, moyen-
nant des précautions simples concernant le choix de xq, cette suite converge vers le
nombre ¢ cherché. De plus comme on le devine sur un dessin cette convergence est
trés rapide.

Etudions la suite xz,,. Plusieurs cas peuvent se présenter suivant les signes de
f'(z) et de f”(x). Par exemple envisageons le cas

fla) <0< f(b) et f'(x) >0, f'(x) >0 dans [a,b] .

Alors, dans [a, b] , la concavité du graphe est tournée vers le haut.

Par un point du graphe d’abscisse v dans [a, b], menons la tangente au graphe,
le graphe se trouve donc au-dessus de la tangente. Dés lors, comme on le remarque
en observant le graphe et la tangente :

— ¢ < NR(u) <u siu>c,

— ¢< NR(u) siu < e,

— NR(u) =u siu=c.

Dans le premier cas NR(u) est encore dans [a,b] et on a bien I'impression que
N R(u) nous a permis de nous rapprocher de fagon significative de ¢. Dans le second
cas NR(u) est passé de I'autre coté de ¢ mais pourrait dans certains cas avoir dépassé
b et étre sorti de [a, b].

Appliquons cela a la suite x,. Il faut s’assurer que tous les termes z,, sont dans
[a,b], cela est certainement le cas si xp > ¢ ; mais si a < xp < ¢, il faut vérifier que
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FIGURE 15.4: construction de la suite x,,

x1 < b. Supposons cette condition vérifiée (si ce n’etait pas le cas, il faudrait changer
xo). On a

T1 2X2 2032 ...20T0 2Tyl = ... 2> C.

Dés lors, d’aprés le Critére des suites monotones, la suite x,, converge vers une limite
réelle w et a < ¢ < w < 1 < b, le nombre w est donc dans [a, b]. Pour tout naturel
n la formule (15.8) est vérifiée, il en est donc de méme pour tout hypernaturel n.
Prenons pour k£ un hypernaturel infiniment grand, on a

Tk
LTe+1 = Tk — ]{’((xk)) ) (159)
on a aussi
WR T X Tt -
Il s’ensuit

flae) = f(w) et f'(zk) = f'(w)

et aussi ,vu (15.9),
(k)
f'(y)

f'(zx) est appréciable et donc f(zx) est infiniment petit. Il s’ensuit f(w) = 0 et
donc w = c. En conclusion :

~0.

si le premier terme xo est choisi dans [a,b] tel que x1 soit aussi dans [a,b], la suite
X construite grace a (15.9), converge vers la solution ¢ de f(x) =0.



188 Chapitre 15. Formule de Taylor d’ordre deux

Montrons pourquoi cette méthode est trés rapide. Appliquons la Formule de
Taylor d’ordre deux entre xj et ¢, nous avons :

(c—xp)?

25 )

0= f(c) = flax) + (¢ — ) f'(x1) +

ol u se trouve entre xy et ¢. En divisant par f'(zy), on a

Sz o (e—mp)? f(u)
Pl "7 T ey
c’est-a-dire ( )2 ()
T —C U
e )
d’ou
Tpe1—c  f'(u)

(ze — )2  2f'(cr)

Si on prend k infiniment grand, on a z; &~ x4 ~ ¢~ u, d’ou

O G

~
~

2f'(er)  f'(e) ’

il s’ensuit
2
41 —c = O((xp — )7) .
Par conséquent, en passant de xy G xi4+1, l'ordre de grandeur de ’erreur diminue
treés fortement puisqu’il est €levé au carré.



Chapitre 16

Etudes de fonctions

Nous avons déja étudié la croissance, la décroissance ainsi que la concavité. Nous
allons compléter cela afin d’avoir tous les éléments pour faire une étude compléte
d’une fonction.

16.1 Asymptotes

Considérons le graphe G d’une fonction f. Par définition,

une droite non verticale D est asymptote oblique a G lorsque pour tout x ig > 0
(ou pour tout x ig < 0), le point du graphe d’abscisse x est infiniment proche d’un
point de D d’abscisse x ; dans le premier cas on parle d’asymptote oblique du coté
400, dans le second d’asymptote oblique du cété —oo.

Soit
D:y=mx+p.

Envisageons le cas “du coté +00”. Alors D est asymptote ssi pour tout x infiniment
grand > 0, on a
mx +p~ f(x) (16.1)

ou ce qui est équivalent p ~ f(x) — mx, c’est-a-dire

p= lim (f(z)—mz). (16.2)

r—+00

Cherchons maintenant m : dans (16.1), divisons par x, la relation ~ est maintenue

et on obtient m + % =~ @ d’oum ~ @ et donc
m = lim @) . (16.3)
r—r+00 X

Par conséquent la droite D est asymptote oblique du cété +oo lorsque les deux
limites (16.2),(16.3) existent et sont des réels, alors on commence bien entendu par

189
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99

chercher m au moyen de (16.3) et ensuite p au moyen de (16.2). Pour le “coté —oo”,
il suffit ci-dessus de prendre des z infiniment grands < 0.

Une asymptote horizontale est un cas particulier des asymptotes obliques : il
s’agit d’'une asymptote oblique qui est une droite horizontale. Le graphe G admet
donc une asymptote horizontale en +o0o si et seulement si IEIEOO f(x) est un réel,

auquel cas, en posant a = lim f(z), I'équation de Pasymptote horizontale est
y=a. T ——+00

Remarquons qu’on ne peut avoir au plus en +o0o qu’une seule asymptote oblique,
de méme bien entendu en —oo.

Envisageons maintenant le cas des asymptotes verticales.
Supposons lim, .+ f(x) = +o0o. Alors, pour tout z &~ a et x > a, on a f(z) ig et
le point du graphe d’abscisse x a une ordonnée infiniment grande et est infiniment
proche du point de la droite de méme ordonnée, on dit dés lors que la droite z = a
est asymptote verticale au graphe. Il en est bien entendu de méme dans les autres
cas suivant

Il_lzgl_‘_f('r) = -0, I1_1>I£l_ f(l’) = 400 ) zl_lgll_ f(l') = —0.
Exemples
2
1. Soit f(z) := ﬁ . Nous avons
wl_l)rél_ f(l’) = - 9 $1_1>I£l+f(l’) = o0 )

d’ou la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale au graphe de f. On

a aussi fa) . .
. xr .

1
d’ot la droite d’équation y = 5:3—1— 1 est asymptote oblique en +o0 et en —c0.

2. Les droites d’équation y = 7 et y = —7 sont des asymptotes horizontales au

graphe de la fonction arctgx respectivement en +o0o et —oc .
3. L’axe des z est asymptote horizontale en 400 et en —oo au graphe de la fonc-
sinx
tion —— | remarquons que dans cet exemple le graphe passe constamment

x
d’un c6té a l'autre de 'asymptote horizontale.

16.2 Transformations géométriques simples appliquées
a4 un graphe

On peut parfois déduire un graphe d’un autre graphe en appliquant a ce der-
nier des opérations géométriques simples. Envisageons ici quelques transformations
élémentaires souvent utiles dans I’étude des fonctions et de leur graphe. On peut évi-
demment combiner ces transformations entre elles. Ces transformations élémentaires
sont tres utiles dans 'étude de nombreuses fonctions.
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Désignons par €7, €5 les vecteurs unitaires ayant méme direction que 1'axe ox,
respectivement ’axe oy . Ici a, b sont des réels et a > 0.

Translation de direction ox : le graphe de 2 — f(z 4 b) s’obtient en appli-
quant au graphe de f la translation —be; .

Translation de la direction de oy : le graphe de x — f(x) + b s’obtient en
appliquant au graphe de f la translation bes .

Affinité dans la direction oz : Le graphe de x — f(az) s’obtient en multi-
pliant les abscisses des points du graphe par 1/a. Une telle transformation
est appelée une affinité de facteur 1/a dans la direction oz .

Affinité dans la direction oy : Le graphe de x — af(x) s’obtient en multi-
pliant les ordonnées des points du graphe par a. Une telle transformation est
appelée une affinité de facteur a dans la direction de oy .

Symétrie par rapport a oz ou oy : le graphe de x — f(—x) est le symé-
trique du graphe de f par rapport & oy ; le graphe de x —— —f(x) est le
symétrique du graphe de f par rapport a ox .

Par exemple, considérons une base réelle A > 1 et tragons les graphes de x — A"
et de x — log, x. Puisque
R In X

)

le graphe de x — A" s’obtient en appliquant au graphe de e® une affinité dans la
direction de ox de facteur 1/InA. De méme, puisque

le graphe de =z +— log, x s’obtient en appliquant au graphe de Inz une affinité
paralléle & oy de facteur 1/1In A

Exemple 16.1. Soient a et b des réels quelconques. Etudions le graphe de
fab @ T+—>acosx + bsinz .

Solution. Utilisons les coordonnées polaires p, 8 du point (b,a) en prenant par
exemple 6 dans | — 7, 7]. On a

b=pcosf, a=psind .

Puisque a et b sont des réels quelconques, p et 6 sont des réels quelconques pris
respectivement dans [0, +oo[ et | — m,7]. On a :

fap(x) = psinfcosz + pcosfsinz = psin(z +0) .

Pour tracer le graphe de f,; on doit appliquer au graphe de sin une translation
—0é1 et une affinité de facteur p dans la direction de oy .
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16.3 Schéma d’étude de fonction

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour donner un schéma
d’étude d’une fonction :

1.

Déterminer si I’étude ne peut se simplifier grace aux transformations géo-
métriques simples comme celles envisagées a la page 191 . Déterminer si la
fonction est paire, impaire, périodique. Suite a cela, simplifier ou limiter en
conséquence 'étude de f.

Chercher I'ensemble oul la fonction est définie, continue, dérivable.

Chercher les limites, éventuellement limites & droite, limites & gauche, aux ex-
trémités des intervalles ouverts ou f est continue. On en déduit les éventuelles
asymptotes verticales ou horizontales. S’il y a lieu, chercher les asymptotes
obliques.

Chercher f’ et étudier son signe. On en déduit ou f est croissante, décrois-
sante, les minima et maxima locaux éventuels.

Chercher f” et étudier son signe (si cela est possible). On en déduit le sens
de la concavité et les points d’inflexion éventuels. Chercher la tangente en ces
points d’inflexion.

Chercher les intersections éventuelles avec les axes et d’autres points ou
éléments remarquables. Déterminer la position du graphe par rapport aux
asymptotes obliques éventuelles pour |z| suffisamment grand.

Choisir judicieusement les unités sur les axes. Tracer au mieux le graphe ainsi
que les asymptotes éventuelles et les tangentes aux points d’inflexion. Dans
certains cas on pourrait étre amené a partager le graphe en plusieurs parties
et a tracer celles-ci séparément en choisissant des unités de mesure différentes
pour ces diverses portions de graphe.

Ce plan n’est qu’un guide général, dans de nombreux cas une étude compléte n’est
pas nécessaire pour le probléme envisagé.

Voici un exemple complet d’étude d’une fonction.

Exemple 16.2. FEtudions la fonction [ définie par

f(z) :=+va?(x+1).

Solution. Remarquons d’abord que f(z) = |z|v/1+ .

1.
2.
3.

f est définie et continue dans [—1, +00[, elle est dérivable dans |—1, 0[U]0, +o0] .
La fonction f n’est ni paire, ni impaire, ni périodique.

f étant continue dans [—1,+4o00[ et définie nulle part ailleurs il n’y a pas
d’asymptote verticale.

Jim  f(z) = +oo,

il n’y a donc pas d’asymptote horizontale.

lim M: lim vVz+1=+o00,

r—+o0 X r—+00

il n’y a donc pas d’asymptote oblique.
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4. f" existe dans | — 1,0[U]0, +o00[,

3x 4+ 2

@ =1 VRS

2v/x +1

si x>0

si —1l<ax<0

L’étude du signe donne :

T -1 %2 0
i R B
fhvoo s 20 s

La fonction est donc strictement croissante dans chacun des intervalles | —
1,—-2/3[,]0, +o0 [, elle est strictement décroissante dans | —2/3, 0], elle admet
un maximum local en —2/3 et un minimum local en 0. Le maximum local
vaut f(—2/3) = 2v/3/9 et le minimum local vaut f(0) =0.

. f" existe dans | — 1,0[U]0, +o0],

3z +4
4y/(x+1)3 v=0
f(w) = 3z + 4
—_—— si —1<z<0
4/(x+1)3
L’étude du signe donne :
x —1 0

TN N =N+

FI\V 0 n o v

La concavité est tournée vers le bas dans | — 1, 0] et tournée vers le haut dans
10, +o0[, le point (0,0) n’est pas un point d’inflexion car f n’est pas dérivable
en 0.

. Les points d’intersection avec les axes sont (—1,0) et (0,0).

La fonction f(x) n’étant ni dérivable en 0 ni en —1, essayons d’en savoir plus
concernant l'existence d’une tangente ou demi-tangente aux points corres-
pondants et pour cela observons le graphe dans I'oculaire du microscope de
grossissement 1/A. Soit A un infiniment petit > 0.

Pointons d’abord le microscope vers l'origine. Soit Az un infiniment petit qui
soit O(A). Si Az >0, on a

f(Az) = AzvV1+ Az =a Az,
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d’otu le point du graphe d’abscisse Az est ~a du point (Az, Az) qui est un
point de la droite y = x. Du co6té des abscisses positives le graphe est donc
observé comme la demi-droite y = x, cette demi-droite peut donc étre appelée

une demi-tangente & droite au graphe a l'origine. Soit maintenant Az < 0.
Alors
f(Az) = —AxvV1 + Az ~a —Ax

d’ou le point du graphe d’abscisse Az est ~a du point (Az, —Az) qui est
un point de la droite y = —x. Du c6té des abscisses négatives le graphe est
donc observé comme la demi-droite y = —x, cette demi-droite peut donc étre
appelée une demi-tangente a gauche au graphe a 'origine.

Pointons maintenant le microscope vers (—1,0). Considérons Az qui soit
O(A) et > 0. Alors f(—1+Ax) = (1—-Ax)vV/Az et f(—1+Ax) n’est pas O(A),
le point du graphe d’abscisse —1 + Az n’est donc pas observé dans 'oculaire.
Envisageons donc plutot une variation Ay de 'ordonnée qui soit O(A) et > 0
et considérons le point du graphe (—1+ Az, Ay). Alors Ay = (1 — Az)vV/Axz,
il s’ensuit (Ay)? = (1 — Az)?Ax d’ou

Az (Ay)?

Ry vy v

)=0.
Az est donc o(A) et le point du graphe (—1+ Ax, Ay) est donc =~ du point

(=1, Ay) qui est un point de la verticale x = —1. Le graphe est donc observé
comme la demi-droite

r=—1

y >0

cette demi-droite peut donc étre appelée une demi-tangente en (—1,0).

y

FIGURE 16.1: Graphe de /22(z + 1)
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7. Tracé du graphe : voir la figure 16.1.

16.4 Reégle de L’Hospital

Nous avons déja vu un certain nombre d”indétermination de la forme % ou %

que nous avons pu lever. Signalons une régle pratique qui permet de lever aisément
de nombreuses indéterminations de cette forme : la Régle de L’Hospital
Théoréme 46 (Régle de L'Hospital). Soit a un réel. Si

1. limg ., f(z) et lim,—, g(x) sont toutes nulles ou toutes deuz infinies,

2. f, g sont dérivables dans |a,a + h] (h réel >0),

3. ¢'(x) # 0 pour tout x €la,a+ h],

4. limg gy % existe (éventuellement infinie),

alors

lim ﬂ = lim f'@)
S gla) e g(a)

On trouvera la démonstration de ce résultat par exemple dans [16].

Exemple 16.3. Recherchons lim,_.q zoarcsing

sin® x
Solution. Nous avons
e lim(z — arcsinz) = lim sin
z—0 z—0
e (sin®z) = 3sin®zcosz # 0 dans | — 1,0[U]0, 1].
. (v —arcsinz)’ V1i—z2 -1
(sin® z)/ 3v1—a22coszsin’z

(x — arcsinz)’

33::0,

Mais lim —3
z=0  (sin® x)’
Pour calculer cette derniére limite, appliquons encore la Régle de L’Hospital a la

fraction
Vv1—22-1 )

. )
SlIl2 €T

présente de nouveau une indétermination de la forme * % 7!

nous avons :
e lim(v/1 —22—1) = limsin®’z =0,
z—0 z—0

e (sin®z)’ = 2sinzcosz # 0 dans | — 1,0[U]0, 1],

. (V1—22-1) . —x 1
e lim — = lim - =——.
e—0  (sin®x)’ =0 2¢/1 — 22 sinz cos x 2
Par conséquent
. V1i—a2 -1 1
lim ————— = —2
z—0 sin” x 2
d’on
lim (z — arcsinz)’ _ 1

z—0 (Sjn3 x)’ 6"
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Nous pouvons donc appliquer la Régle de L’Hospital a la limite initiale et on obtient
ainsi .
r — arcsinx 1

lIm ————— = —— .
=0 gin®x 6

Remarquons :
— la Régle de L’Hospital doit parfois étre appliquée plusieurs fois,
— on a toujours intérét a 'appliquer a la fraction la plus simple possible et donc
a enlever de celle-ci les facteurs ne contribuant pas & I'indétermination.

16.5 Exercices

1. Etudiez les fonctions définies ci-dessous et tracez leur graphe.

filz) = \/% f2(x) := arcsin(2z + 1)
fa(x) :=sin(z) — %sin(Qz) fa(z) == ;fl

fs(x) = 26522_—11 fo(x) = a?e™

fr(x) = e® sin(2x) fs(x) == zln(z)

fol@) := e fio(e) := In(ln.2)
fi1(z) == o7 fro(z) i= e 122

2. Soit 6 un réel > 0. Etudiez la famille de fonction
fo i x— e “sin(fx) .
A partir de la esquissez le graphe de fonction
x— Ae * sin(0x + ) .

sachant que A, k,0 sont >0et —m < < 7.
3. Soit A un paramétre réel > 0. Etudiez f) définie par

N’étudiez pas la concavité.
4. Soit A un parameétre réel # 0. Etudiez les fonctions f) définies par

1
A —et

f,\(:L‘) =



Chapitre 17

Quelques fonctions importantes

Nous allons compléter notre liste de fonctions élémentaires. Nous allons étudier
les fonctions hyperboliques, la fonction en cloche de Gauss et la fonction d’erreur.
Ensuite nous verrons comment étudier des fonctions a valeurs complexes et nous
pourrons ensuite voir |’ exponentielle complexe.

17.1 Fonctions hyperboliques

Définition. Le cosinus hyperbolique de =, noté chx ou coshx, le sinus hy-
perbolique de x noté shx ousinha , la tangente hyperbolique de x , notée thx
ou tanh x et la cotangente hyperbolique de x notée cothx sont définis par :

et +e * et —e™?
hey = —— hey = ———
chz 5 , shx 5 ,
shz chz
the .= — , the .= — .
. chx corhr sha

Les résultats suivants se déduisent aisément (a faire en guise d’exercices) :

Proposition 47. 1. chx est pair et shx, tha, cothx sont impairs ;

2.

3
4

5,
6
7.

e =chx+shx, e *=chx—shx ;

. (chz)? — (shz)?=1;

.chax>1.
lim shx =+o00, lim shx=-0c0 et lim chz=4o0.
T—+00 T——00 r—+o00
. lim thz=1 e lim thx=-1.
r—+00 Tr——00

chz, shx, thx sont indéfiniment dérivables dans R, cothx est indéfiniment
contindment dérivable dans | — o0, 0[|J]0, +oo] et

ch’(z) =shz, sh'(z) =chz,
th'(z) = =41~ coth’(z) = =

sh?z *

197
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FIGURE 17.1: Graphe de ch(x) (trait pointillé), graphe de shx (trait continu)

e R -1 R R R

FIGURE 17.2: Graphe de th(z)
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8. shx et tha sont strictement croissantes dans R et sh0 =th0=0. chz est
strictement décroissante dans | — 0o,0], strictement croissante dans [0, +oo|
etch0=1.

9. ch(z +y) =cha-chy+shx-shy et sh(z+y)=shax-chy+cha-shy
d’ot il découle
ch2z =ch?z +sh®’z et sh2z=2shzchz.

Ces différents résultats permettent de tracer les graphes des fonctions hyperbo-
liques comme sur la figure 17.1.

La table 17.1 reprend les propriétés des fonctions hyperboliques et les comparant
aux propriétés analogues des fonctions trigonométriques

Pourquoi utilise-t-on ici 'adjectif hyperbolique ? Voici une raison Les équations
paramétriques de 'ellipse d’équation

@2 vy
a2 b2
s’écrivent
r = acost te[—7r7r]
y = bsint B

Considérons maintenant I’hyperbole d’équation

r Y (17.1)

Soit H la branche de cette hyperbole correspondant & = > a. Les ordonnées de H
varient dans R, on peut donc poser y := b sht ou t varie dans R tout entier. De
(17.1), il vient

z=ua\/1+sh?*(t) =acht.

Les équations paramétriques de la branche d’hyperbole H sont donc

{x = acht teR

Y b sht

Les cosinus et sinus hyperboliques permettent donc de paramétrer les hyperboles
et cela de la méme fagon que les cosinus et sinus trigonométriques permettent de
paramétrer les ellipses.

17.2 Les fonctions hyperboliques réciproques

La fonction sh est strictement croissante dans R et pour ensemble de valeurs R
tout entier. La fonction ch restreinte a 'intervalle [0, +00] est strictement croissante
et 'image de [0, 4+00[ est [1, +00[. On peut donc considérer les fonctions réciproques
de ces deux fonctions par définition :

— arcsh est la fonction réciproque de sh et est définie dans R,

— arcch est la fonction réciproque de la restriction de ch a [0, +00[ et est done

définie dans . [1,4o00].
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cosx , sinx chxz , shx
ezm _|_€—im E’z +€_$
cosST 1= ———— chzx =
* 2 * 2
eia: — el eT — e
iny .= —— hx :=
sin x 57 shz 5
e =cosx + i sinz e =chx +shx
cos'(z) = —sinx , sin’(x) = cosx ch’'(z) =shz , sh'(z) = chz
(cosx)? + (sinwz)? =1 (chz)? — (shz)? =1

cos(z +y) =cosx-cosy —sinz -siny | ch(x +y) =chx-chy+shz-shy

sin(x +y) =sinz - cosy + cosz -siny | sh(z+y) =shz-chy+chx-shy

cos 2z = cos? x — sin’ x ch2z =ch®z +sh?z
sin 2z = 2sinx cosx sh2x = 2shxzcha
1+ cos2z =2cos’x 14 ch2z =2ch?z
1 —cos2x = 2sin’ 1—ch2z=—-2sh?z

TABLE 17.1: Comparaison entre cosinus et sinus trigonométriques et hy-
perboliques
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En raisonnant comme on ’a fait pour chercher la dérivée de arcsinz (page 77) on
prouve :

1 1
arcsh’(r) = ——= dans R et arcch’(z) = ———= dans |1, +00] .

Va2 +1 Va2 —1

Pour tracer les graphes de arcshx et arcch x, il suffit de prendre les symétriques
par rapport a la premiére bissectrice de shz et de cha (pour autant que ceux-ci
soient tracés dans des axes cartésiens), on obtient ainsi les graphes apparaissant sur
les figures 17.3, 17.4.

<

Pow

FIGURE 17.3: Graphe de arcsh(z)

y
3

X

1 5 10

FIGURE 17.4: Graphe de arcch(zx)

Proposition 48.

arcshz =In(z + Va2 + 1) dans R et arcchz =In(z + V22 — 1) dans [1, +00[
172)

Démonstration. Envisageons le cas de arcshx. Posons f(x) := In(z + Va2 + 1).
Dans R, on a
1

VaZ+1

il existe donc une constante C' telle que f(x) = arcsha + C dans R. En particulier

= arcsh’(z) ;

f'z) =

f(0) = arcch0+ C',

d’on C' = 0. Ainsi f(x) = arcshz dans R. o
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-2 -1
FIGURE 17.5: Graphe de exp(—x?) et tangente en un point d’inflexion

17.3 Courbe de Gauss et Fonction d’erreur

Soit A une constante réelle > 0. Notons gy la fonction

g i T —> e

Cette fonction est trés importante, en effet elle est a la base de la définition de la

distribution de probabilité la plus utilisée, & savoir la Distribution normale ; en effet

la Distribution normale réduite, c’est-a-dire la distribution normale de moyenne 0 et

d’écart type 1, a comme densité de probabilité la fonction \/%exp(—%xz) .
Etudions la fonction gy. Cette fonction est paire. Dans R on a

gr(z) = —2h\ze

La fonction gy admet donc un maximum en z = 0 et ce maximum vaut 1, elle est
strictement croissante dans ] — 0o, 0] et strictement décroissante dans [0, +o0o[. On

a aussi )
g (x) = 22(2Mz% — 1)e A" |

Le graphe de gy admet donc deux points d’inflexion, a savoir (—1/v/2X,1//€) et
(1/v2X,1/4/€), la concavité étant tournée vers le haut dans | — oo, —1/v/2)] et
[1/+/2), 00|, tournée vers le bas dans [—1/v/2,1/v/2].

Si H est un infiniment grand, le nombre e~ * est infiniment petit et 'axe des
x est donc une asymptote horizontale aussi bien du cé6té +oo que du coté —oo.

Dés lors le graphe de gy a allure d’une “cloche” et s’appelle une courbe de
Gauss. Sur la figure 17.5, on a tracé cette courbe en prenant A = 1, on a également
tracé la tangente au point d’inflexion (1/v/2X,1/+/e) dont I'équation est

\/Ey—l-\/ﬁx:Q.
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FIGURE 17.6: erf(x) : aire hachurée

La Fonction d’erreur notée erf est définie par :

2 /”” e
erf : z+— — e U dt
VT Jo

Si > 0 le nombre erf(xz) donne l'aire comprise entre Oz, le graphe de %e‘ﬁ et

les verticales t = 0, t = z (voir la figure 17.6). Il est inutile de chercher a calculer de
fagon symbolique 'intégrale définissant erf(z), cette intégrale ne peut s’exprimer au
moyen des fonctions élémentaires déja introduites.
Etudions la fonction d’erreur. Cette fonction est impaire. D’aprés le Théoréme
fondamental (1ére partie)
2 2

erf'(r) = —=e ",

VT

erf(z) est donc strictement croissant dans R tout entier. On a aussi

—4
erf’ (z) = —xe_x2

V4

La concavité du graphe est donc tournée vers le haut dans | — 0o, 0], tournée vers le
bas dans [0, +oo[; Porigine est donc un point d’inflexion du graphe et la tangente en
ce point est la droite y = %x

1l nous faudrait encore connaitre lim,_, 1 erf(x), plus tard (voir volume 2) on
prouvera que

lim erf(z)=1.
r—r+00

La droite y = 1 est donc asymptote horizontale du c6té +oo et la droite y = —1 est
donc asymptote horizontale du coté —oo.

On peut maintenant tracer le graphe de la fonction d’erreur comme sur la figure
(17.7).

La fonction d’erreur est aussi liée & la Loi normale : si X est la variable aléatoire
normale réduite, alors pour tous réels u, v tels que u < v la Théorie des probabilités
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-1t
FIGURE 17.7: Graphe de erf(x)

dit que la probabilité de I’événement u < X < v est donnée par

1 Vw2
— e 2 dw
V2T /u

c’est-a-dire, en posant t = \%, par

u

1 [vi e 1 v
ﬁ/}z e dt—ﬁ(erf(ﬁ)—erf(ﬁ)).

17.4 Utiliser des fonctions & valeurs complexes

Par définition, une fonction d’une variable réelle a valeurs complexes est une
fonction dont I’ensemble de définition est une partie de R et dont les valeurs sont
des complexes. Par exemple :

f(x):= (2 +ix)?

définit une telle fonction.

Les fonctions, partie réelle Re f, partie imaginaire Im f, conjuguée f et mo-
dule |f| sont définies comme étant les fonctions dont I’ensemble de définition est
celui de f et telles que

Ref)() = Re(f(x)),
(I f)@) = Tm(f(x)),
D) = T,
f@) = i)

Dans I'exemple ci-dessus :

Ref)(z) =4 —2*, (Imf)(x)=4x, |f|(z)=2>+4, flz)=4—2%—4diz.
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Pour étudier la continuité, la dérivabilité, I'intégrale d’une fonction a valeurs
complexes, on va considérer la partie réelle et la partie imaginaire de la fonction qui
sont deux fonctions réelles, par définition,

— [ est continue dans E lorsque Re f et Im f sont continues dans E,

— f est dérivable dans E lorsque Re f et Im f sont dérivables dans E et

fr=Ref) +ilm f).

— sia,beR et sif est continue dans [a, ],

/abf(x)dx = /abRef(x)dx-l—i/abImf(x)dI

‘(Ref)':Ref' , (Imf) =TImf

/abRef(x)dx:Re/abf(x)dx , /abImf(x)dx:Im/abf(x)dx
( —F /f dx—/ flz

Les régles de continuité et de dérivabilité concernant les opérations A f(z), f(x) +

Il s’ensuit :

g(x), f(z)-g(x), g(i) et f(g(z)) sont encore vérifiées pour les fonctions a valeurs com-
plexes. De méme les propriétés classiques des intégrales et le Théoréme Fondamental
sont aussi vérifiés pour les intégrales des fonctions a valeurs complexes.

Toutefois, certains résultats importants des fonctions a valeurs réelles ne sont
pas vérifiés pour les fonctions & valeurs complexes. Ainsi de par leur énoncé, le
Théoréme des Valeurs Intermédiaires et le Théoréme des Bornes Atteintes n’ont de
sens que pour les fonctions & valeurs réelles, de plus nous pourrions espérer que le
Théoréme de Rolle et la Théoréme de Lagrange soient vérifiés pour les fonctions &
valeurs complexes, ce n’est pourtant pas le cas comme nous le constatons en prenant
f(x) = cosx + isinz, puisque f(0) = f(27) et f/(x) = —sinx + icosx ne s’annule
en aucun réel !

17.5 Exponentielle complexe

Nous connaissons e* et e pour tous u, v réels. On voudrait maintenant donner
un sens a e” lorsque z est un nombre complexe quelconque. On voudrait bien entendu
que les propriétés que nous connaissons & propos de e* et de e’ soient maintenues
dans cette extension. Comme a I'habitude, a, b représentent des nombres réels

Définition. On pose

e@tib = e . ¢ = ¢% . (cos(b) + isin(D)) .

Autrement dit

ez = eRcz . eilmz — eRcz . (COS(IZ) —|—ZS1H(IZ)) .
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Cette définition rencontre notre objectif, en effet :

ef1tze — o721 22

En effet :
ez1+22 _ eRe(z1+z2) . eilm(z1+22) — 6Re z1+Reza | ei(Im z1+Im z2)
— eRczl . eRCZg . eihnzl . eihnzz — ezl . 622.
Il s’ensuit : si m est un entier,
z
e % = eiz , P17 — ZT: , (ez)m — M?

De la définition il découle :

Re(e®™®) = e - cos(b) , Im(e*™™®) = e®-sin(b)

et aussi
‘ea—&-ib‘ — % of W — ea—ib
En effet
‘€a+ib| — |ea . €ib‘ — 9. |eib| — ea’
eatib = e%cosh — ie?sinb = e® cos b + ie® sin(—b) = e - e” ¥ = 27

Nous pouvons maintenant considérer la fonction complexe
T e*®
en posant zg = a + ib, nous avonc donc
e?® = e*(cos(bx) + isin(bz)) .

La fonction x +— €% est continue, dérivable dans R et

‘ (ezo z)/ =2z %0 T

En effet
(") = (e cos(bx)) +i(e™ sin(bx))’,
ae® cos(bzr) — e bsin(bz) + iae® sin(bx) + ie**b cos(bx),

e -+ 2o - cos(bx) + i€ - zo - sin(bx)

20 - e . esz =2 - e?0%

Par conséquent, si zg # 0 :

/ezoz dr ~ lez(’“C

20




Chapitre 18

Méthodes d’intégration

Ce chapitre est consacré aux méthodes d’intégration symboliques usuelles.

zot! 1
/xadajz 1 sia# —1 , /—dx:ln|x| dans R ,
@ T
/sinxdx: —cosT , /cosxdx:sinx,
1 -1
/—de:tgx , / —— dx ~ cotgz
cos? x sin”
eZ()aZ
/ez‘”: dr ~ si zp complexe # 0,
20
/shxdx:chx , /chxdm:shx,
1 -1
——dzr ~thw , —5—dx >~ cothx .
ch’z sh®z
Soit a > 0,

/ 1 d LT / 1 d 1 to 2
———— dx ~ arcsin — ———dr ~ — arctg —
/a2 — 22 a ’ a? + x2 a R

1 T 1 T
——————dx ~ arcsh — , /7dx:arcch—.
/\/(12—|-$2 a VaZ —a? a

TABLE 18.1: Primitives élémentaires

D’aprés le Théoréme fondamental (2¢ partie), la premiére méthode de calcul des
intégrales consiste a rechercher une primitive de la fonction considérée et a faire
varier cette primitive entre les bornes d’intégration, le calcul d’une intégrale passe
donc par la recherche de primitives. Il est donc essentiel de connaitre les primitives

207
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qu’on peut déduire des dérivées des fonctions élémentaires déja rencontrées, la table
18.1 reprend ces primitives.

Apreés ce rappel, nous allons donner les méthodes générales d’intégration. Nous
verrons ensuite des méthodes particuliéres qui en sont déduites. Ces méthodes per-
mettent d’obtenir exactement (sans approximation) de nombreuses primitives et
intégrales.

Dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, tous les nombres considérés
sont réels et les polynomes et fonctions rationnelles ont leurs coefficients réels.

18.1 Meéthode générales d’intégration

Les régles générales de primitivation ne sont rien d’autre que des régles de dériva-
tion formulées en terme de primitives. Ainsi, si f, g sont continues dans un intervalle
I et si A est une constante réelle,

/(f(a:)—l—g(x))dz:/f(x)dx—i—/g(x) do et //\f(:c)d:c:)\/f(x) do

Intégration par parties
De la régle de dérivation du produit, il découle :

Soient f, g continiment dérivables dans un intervalle I, alors dans I on a :

[rdan=s9-[g-1d

En effet les primitives ci-dessus existent dans I car f-¢’ et g- f’ sont continues dans
I, de plus

[f-g—/g-f’d:c]’:f-g’+f’-g—g-f’:f-g’-

d’ott ’égalité & une constante additive prés ci-dessus.
Par exemple, dans |0, +o0o[ on a :

/(3x2—2x+1)lnxdx ~ (x3—x2+x)lnx—/(x2—x+1)dx

x®  a?

3 2
~ (°—z"+zx)ne— —+——=x
( ) 3 2
en posant f(x) =Inz et ¢’'(v) = 32?2 — 22 — 1.
De la régle de primitivation par partie, grace a la 2e partie du Théoréme fonda-
mental, on peut maintenant déduire la régle d’intégration par partie :

si f, g sont contindiment dérivables dans [a,b], alors

b b
/ f(@)g (@) dz = F()g(b) — f(a)g(a) - / f(@)g(x)dz |. (18.1)
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Par exemple, en prenant f(x):=1Inz et g(x) :=x,ona:

2 2
/ lnxdxz[:sln:cﬁ—/ lde =2In2—-1.
1 1

Intégration par substitution

Dans la méthode de substitution on considére une nouvelle variable qui doit
s’exprimer en fonction de la variable initiale : si z est la variable initiale et si ¢ désigne
cette nouvelle variable, on doit disposer d’une fonction exprimant ¢ en fonction de
x, les deux variables sont alors reliées par une équation de la forme ¢ = p(x), on dit
alors qu’on pose t = ¢(x) .

Plagons-nous dans les conditions suivantes :

— la variable x varie dans un intervalle I, et, en posant t = p(z), la
variable t se trouve dans un intervalle Iy ;
— o(x) est contindment dérivable dans I, .

Envisageons d’abord la régle de primitivation :

Alors, si f(t) est continue dans Iy, pour tout x dans I, on a

/fwu»w%wwzg/ﬂwﬁ»w@. (18.2)

Il s’agit d’une conséquence de la régle de dérivation d’une fonction composée. En
effet, en raison de la continuité de f(t) et de ¢’(z), les primitives considérées existent,
de plus en utilisant la régle de dérivation d’une fonction composée, dans I, on a

T 10 ey = So@) - @)

d’ou la formule ci-dessus.
Par exemple, dans [0, 7], on a :

2
/\/sinx-cosxdx ~ (/\/Edt)tzsimj ~ g(sinx)?’/z.

La régle d’intégration s’énonce :

Si f(t) est continue dans [p(a), p(b)] ou dans [p(b), p(a)], alors

»(b)

b
/ﬂwwwwm:/ F(t)dt . (18.3)
a v(a)

Démonstration. Nous allons appliquer deux fois le Théoréme fondamental, 2°
partie. Envisageons par exemple le cas p(a) < ¢(b) . Soit H(¢) une primitive de f(t)
dans [p(a), ()], on a donc

©(b)
/’ F(t) = H(p (b)) — H(p(a)) (18.4)
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Mais, d’aprés la régle de substitution vue ci-dessus, nous avons aussi

/ (@) - ¢ (x) dz ~ H(p()

Par conséquent
(18.5)

b
/ flo(x)¢' (x) do = H(p(b)) — H(e(a)) -
Le résultat découle dés lors de (18.4) et (18.5).

Exemples 18.1.
1. Cherchons fO% tgx dr. La fonction tgx est continu dans [0, z}, Iintégrale
existe donc. Posons t = cosz . Il s’ensuit :

1
i 2 dt 1
S —/2 ? :—[h’lt]% :11’12
1

5 3
/ tgxdx:/ dx =
0 o COsxT

dz . Posons t = 22 + 1. Il s’ensuit :

2. Cherchons f02 QL—i-l
x

2 5
x 1 [Par 1 1
A;ﬂ+1x 5 ) 7 " anthi=g

Ici on va effectuer une intégration par parties suivie d’une substitution :

1 1
T
arctgz de = [z - arctg 2]} — ——dx

en posant f(z) = arctgz et ¢’(x) =1 ; il s’ensuit

1
s 1 s
tgrdr = = — [~In(1 +22)]} = =
/Oarch z = [2 n(l+ x%)]; 1

18.2 Intégration des exponentielle-polyndmes
Une fonction est qualifiée d’exponentielle-polyndéme si elle est de la forme
e*7 P(x)
ou zp est une constante complexe (éventuellement réelle) non nulle et P(z) est un

polynome de degré non nul.
Montrons comment chercher

/ e**P(x) dx

En appliquant la méthode d’intégration par parties on obtient

1
/eZOIP’(x) dx |

1
207 P(z) dar ~ — 0% P(z) — —
/e (z)dx Zoe (x) o
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ol P’(z) est un polynome de degré m — 1. Pour chercher [ €% P(z) dx il suffit donc
de répéter la méthode ci-dessus jusqu’a ce que le degré du polynéme soit 0.
Par exemple

1 1 1
ez +1)de ~ —e*(x+1)— = [ ¥dr ~ —e**(22+1).
2 2 4
En pratique, lorsque le degré de P(x) est > 1, on a intérét a utiliser le résultat
suivant car l'intégration se raméne alors a une opération de dérivation suivie d’une
identification de coefficients.

Théoréme 49. Si P(x) est un polynéme et si zg # 0, il existe un polynome Q(x)
de méme degré que P(x) tel que dans R

/ezomP(x) dx ~ e**Q(x)

Démonstration. On raisonne par récurrence. Cette proposition est vérifiée lorsque
le degré de P(z) est 0. Supposons-la vérifiée lorsque le degré du polynome est p. Soit
H(x) un polynéme de degré p + 1. Nous avons :

1 1
/ezOZH(x) dr ~ —e**H(z) — — /ezOmH’(x) dr.

Z0 20
Or le degré de H'(z) est p, d’ou [ e**H'(z)dx est de la forme e**G(z) avec G(x)

un polynoéme de degré p. Il s’ensuit

/ €07 H(z) d ~ —e*%(H(z) — G(x)) |

20

la proposition est donc vérifiée pour le degré p 4+ 1 car le degré de H(x) — G(z) est
p+ 1. O

3
Exemple 18.1. Cherchons / e* (2% + 1) dx.
1

Solution. Cette intégrale existe car e2®(x? + 1) est continu dans R d’oit dans [1, 3] .
D’aprés la propriété ci-dessus, on peut poser

/62“’(932 +1)dx ~ **(Az? + Bz + C).

Cherchons les constantes A, B, C' :
(e**(Ax® + Bx + C)) = **(242® + 2(A+ B)x + (2C + B)) ,
d’out
22 +1=242" +2(A+ B)x + (2C + B)

et
24 =1 A+B=0 20+B=1.
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Par conséquent
2

’ 22,2 L oeio 2 3 _ 3€ 4
e (x®+1)dex = [Ze (22° =22+ 3)]; = T(Se —-1).
1

Application

Montrons comment obtenir

/e“‘”P(a:) cos bz dx , /e“mP(w) sin bx dx

lorsque @ et b sont réels et P(z) est un polynome a coefficients réels. Nous avons

{ ?e }e(“+ib)$P(x) ~ % { cosbx }P(:}:) .

m sin bz

Il s’ensuit

w cos bx Re atib)e
forma{ e {1} f et

On est ainsi ramené & une primitive d’une exponentielle-polynome.

Exemple 18.2. Cherchons /(x2 — e “sinxdr.
Solution. On a
/(x2 —1e “sinzdr ~ /Im e(T1IFDT (42 _ 1) dx ~ Im/e(_l"”‘)“:(:n2 —1)dzx .
On pose
/e(_l"'i)(:z:2 —1)dx ~ eI (Az? + Bz + O),

d’ou
2 —1=(-1+14)(A2* + Bz + C) + 2Ax + B,

ce qui donne

A:_l—H'

Par conséquent

14
/(ac2 — e Fsinzdr ~Im(e”"(cosz +1i sinx)(—%zs2 —ix+1))

2 2
~ e_i((—% +1)sinx — (% +z)cosx) .
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18.3 Intégration des fonctions rationnelles

1. Intégration des fractions simples

On appelle fraction simple toute fonction rationnelle d’une des deux formes sui-
vantes :

c

(ax + b)™
dr + e

(ax? 4+ bx + c)™

9

oll a # 0, m est un naturel non nul et le trinéme az? + bx + ¢ n’a pas de racine
réelle.

L’intégration de la premiére forme de fraction simple s’effectue par substitution
en posant t =ax +b.

Envisageons les fractions simples de la deuxiéme forme et travaillons dans R tout
entier. On détermine d’abord des constantes K et I telles que

dr +e 2ax + b I
— =K . 18.6
(az? + bx + )™ (az? + b + )™ + (az? + bz + c)™ (18.6)
2ax +b

L’intégration de s’effectue par substitution en posant

(az? + bx + c)™
t =ax® +bxr+c.

Passons au deuxiéme terme de (18.6). Puisque le trinome n’a pas de racine réelle,
on peut trouver des réels J, M et N tels que

ar® +bx +c=J(Mz+ N)? +1) avec J, M #0.

(cette opération est appelée “complétion du carré”).

L’intégration de s’effectue par substitution en posant

(az? + bx + c)™

u=Mz+ N;

il reste donc a intégrer . Dans le cas ot m = 1, cela donne arctgu, le cas

1
(1 +u2)m
ou m > 1 est traité apres ’exercice qui suit.

-1
Exemple 18.3. Cherchons / T
2 +x+1
Solution. Nous avons
-1  3Qz+1)-3
2+r+1 x24+ax+1

)
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d’ou

/ z—1 dr ~ l/ 2+ 1 da:—é/ dx
2 +x+1 T2 ) a24+ax+1 2) 22 4+2+1

1 3 dx
~ Zln(a? | P
2n(ac +xz+1) 2/x2+x+1

Ora?+z+1=(z+3)?>+2 et donc en posant u := z + % on obtient

3 dx 3 du 2 o + 1
— _— ~ —’1\/5 to — ~ /3 to 22 L~
2/x2+x+1 2/u2+% ang\/g arctg 7

En conclusion

r—1 1 20+ 1
———dz ~ = In(z? 1) — V3 arctg —— .
/x2+x+1x 2n<x Fat1) = V3 arctg V3

Primitives de 1/(1 4 %)™

Soit m un naturel non nul Posons

dx
@ = [ G

On a [;(x) >~ arctgz. Pour chercher I,,,(z) pour m > 1 on utilise la formule récur-
rente suivante :

2m —1 T
I, _
() + 2m(1 + z2)m

Iy () ~ simeNetm=#0

2m

Démonstration.

dz (1+ 2% —2%)dx 22 dx
nas(a) = | e = [ S = o) - [

_atdr
(1 + g2)ym+1”’
solent f(z) ==z, ¢'(z) =

Pour chercher / effectuons une intégration par parties :

< [y N . -1 o
Wdouf(l')—lyg(l')—m,alnSl.

/ 22 dx N —x n LI (@)
(14 22)m+tt = 2m(1 + 22)™ e

d’ou
T 1 N 2m —1 T
2m(1+z2)™  2m

Iy (z) = I () +
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Exemple 18.4. Cherchons I3(x) .

Solution. . )
T T
I ~ ] —— ~ —arct _
Q(I) 2 1(I)+2(1+x2) 2&I'C gl‘+ 2(1+£B2) )
3 T
I ~ —J. _—
3(56) 4 Q(x) + 4(1+.’L‘2)2 )
d’ou
3x T

3
I ~ —arct .
3(n) = gareter + gy Iy 2

2. Décomposition en fractions simples

Rappelons qu’une fonction rationnelle est une fraction de deux polynémes. Deux
polynémes P(x), Q(x) sont dits premiers entre eux lorsqu’il n’existe pas de polynome
D(z) de degré non nul tels que P(z) et Q(z) soient multiples de D(z). Par exemple
2% — 1 et 22 — 4 sont premiers entre eux, mais 23 — 1 et 22 — 1 ne sont pas premiers
entre eux.

Considérons une fonction rationnelle R(x). On effectue d’abord les éventuelles
simplifications. Si le degré du numérateur est supérieur ou €gal au degré du dénomi-
nateur, on effectue la division. Il s’ensuit que toute fonction rationnelle R(x) se met
sous la forme

(@) P(z) un polynome,
Doy Ve N(x), D(x) des polynémes premiers entre eux,
() degré de N(z) < degré de D(z).

R(z) = P(x) +

(18.7)
Un trinéme du second degré a coeflicients réels est dit rréductible lorsqu’il ne peut
étre factorisé en deux polynomes du premier degré a coefficients réels, autrement
dit lorsqu’il n’a pas de racine réelle. La méthode nécessite qu’on ait factorisé le
dénominateur en un produit de polynoémes du premier degré ou de trinémes du
second degré irréductibles, tous a coeflicients réels. On sait qu’une telle factorisation
existe !, mais dans bien des cas on ne peut la trouver explicitement 2. Algébriquement
on peut prouver :

Théoréme 50 (Décomposition en fractions simples).
Supposons :

1. degré de N(zx) < degré de D(x),
2. N(z) et D(z) sont premiers entre eut,

3. le dénominateur D(x) est factorisé sous la forme
D(x) = Fy(z)P° - Fy(x)Pr - ...« Fp(z)P"

ol

1. voir par exemple [8])
2. ainsi il n’existe pas d’algorithme, c’est-a-dire de méthode effective, permettant de factoriser
un polynéme de degré > 5
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— les Fy(x) sont des polynomes a coefficients réels, du premier degré ou du
second degré irréductibles,

— aucun Fy(z) n’est multiple d’un autre Fj(z),

— ou chaque py est un naturel > 0.

N(z)

D(z)

somme de fractions simples dont les dénominateurs sont de la forme F;(x)? avec j

parmi 1,2, ... p;.

alors la fonction rationnelle se décompose d’une et d’une seule fagon en une

On ne démontre pas ici ce résultat mais pratiquement voici comment obtenir
cette décomposition pour autant qu’on ait au préalable factorisé le dénominateur
sous la forme précisée plus haut :

1. on pose la décomposition,

2. on cherche les coefficients de cette décomposition en réduisant au méme dé-
nominateur et en identifiant les deux numérateurs.

Par exemple,

x—l_A+B+C_1_2
(w13 4+l (@412 (413 (T+2)2 (T+a)3

222 — 3 222 — 3

. p— d7 ~
@B +1)2 (+1)2@2—z+1)2’ o1l on pose

202 -3 A N B N Cx+D Ex + F
(#34+1)2 z+1 (z+1)2 22—z+1 (22—z+1)2’
il s’ensuit
2% — 3 _ 4 B 5 . —3+4zx 5(-1+42)
(@ +12  9(1+2) 9(1+2)? 9(1-z+22) 3(1—z+a2)?
; 1 1 A B 1
T2z —-2 (e-D(x+2) -1 z+2 3(x—-1) 3(x+2)°
4 2+ 2+ Az +B Cx+D

)

e+l (24 V2 + 1)@= V2 + 1) 22+ +1 0 a2 -2+ 1
d’ou il découle
1

2+ T— 5 x—l—%

- + .
' +1 22242z +22)  2(22-V2z+1)

3. Intégration des fonctions rationnelles

Pour intégrer une fonction rationnelle, si le cas se présente on effectue les sim-
plifications possibles et, s’il y a lieu on effectue la division, on aboutit ainsi & la
décomposition (18.7), ensuite on effectue la décomposition en fractions simples. On
est ainsi ramené a intégrer des fractions simples. Cette méthode est valable dans R
excepté aux racines du dénominateur.
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d
Exemple 18.5. Recherchons /xg—x dans | — oo, —1[U] — 1, +o0[.

+1
Solution.
1A N Bz +C :(A+B)x2+(—A—|—B+C’)x+A+C’
»4+1 z+1 22—ax+1 (x+1)(z2—x+1) ’
dou A+B=0,-A+B+C=0,A+C =1, ce qui donne
1 -1 2
AZE’B:?’ng'

/ dx N l/ dx +l/ —x+ 2 e

»+1  3)x+1 3) 22—-z+1
B L RV
3 x+1 32 [ A | 2) 22 —ax+1

1 dx 1 1 dx
~ = i@t D4 [
3/x—|—1 g @ x+)+2/x2—x+1

2 _ 1\2 , 3 _ 1
Orz?—x+1=(r—3)°+ 7, enposant u =2z — 5 on a

1/ dx 1/ du 1 ; 2u 1 ; 2r —1
— - o~ — ~ — arctg — >~ —— arc .
2) 22 —2x+1 2 & 8

En conclusion

d 1 1 3 2
/xg—il:§1n|x+1|—Eln(x2—x+1)+£arctg—

23— 2?45 +1
(22 + 1) (z—1)2

Exemple 18.6. Recherchons / dx dans ] — 00, 1[U]1, 4+o0].

Solution.
x3—x2+5x+1_Ax+B C D

@+ )12 241 a—1 @12

d’ou
22?45+ 1=(Ar+B)(z - 1) +C(x — 1)(z? + 1) + D(2* + 1).

En prenant x = 1, on obtient D = 3 et en faisant z = 7, il vient
(Ai+B)(—2i)=2+4+4idout A=1et B=—-2.Deplusl=B—-C+D douC =0.

-2 +5r+1 r—2 dx
de =~ —dr+3 | ——
/(3:2—1-1)(3:—1)2 v /x2+1 v /(a:—l)2
1 2x dx 3
2 2 e | =
2/x2+1dx /x2+1 z—1

1 3
o~ §ln(x2+1)—2 arctgxr — pa

1
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4. Expression rationnelle de plusieurs variables

Soient w1, us, .. ., u, des variables. Une expression rationnelle de u, us, ..., u,
est une expression obtenue en effectuant une succession finie d’opérations élémen-
taires (addition, soustraction, multiplication et division) au départ de uy,ua, ..., u,

et de constantes. Une expression rationnelle d’une seule variable peut toujours se
mettre sous la forme d’une fonction rationnelle de cette seule variable. Les mé-
thodes qui vont suivre consistent souvent a transformer ’expression a
intégrer en une fonction rationnelle, d’ou évidemment I’importance de la

méthode qu’on vient de voir.

18.4 Intégration des expressions en sinx, cosz, tgx

Il s’agit d’intégrer des fonctions de la forme

‘R(sinm, cosx, tgx) ‘

ot R(u, v, w) est une expression rationnelle de u, v, w. On va montrer comment
transformer la fonction & intégrer en une fonction rationnelle ; il s’agit donc d’enlever
les fonctions trigonométriques sans bien entendu introduire de racine.

Envisageons d’abord quelques cas particuliers, ensuite on verra une méthode
applicable dans tous les cas. Lorsque les méthodes particuliéres sont utilisables, il est
a priori plus intéressant de les utiliser. Ici k représente toujours un entier quelconque.

1. Fonction impaire en cosz ou sinx

La fonction H (sinx,cosz) est dite impaire en cosx , respectivement impaire en
sin z, lorsqu’elle se met sous la forme

‘ F(sinz) - cosx

: (18.8)

respectivement

‘ F(sinx) - cosx ‘ . (18.9)

Remarquons que si H (sinx, cos ) est impaire en cosx, respectivement impaire en
sinz, alors

H(sinz, —cosz) = —H(sinx,cosx) ,
respectivement

H(—sinxz,cosz) = —H(sinz, cosz) .

Pour intégrer (18.8) on effectue la substitution ¢ = sinz et pour intégrer (18.9) on
effectue la substitution ¢ = cosx . Dans les deux cas on est ainsi amené a intégrer la
fonction rationnelle F'(t) .

Exemple 18.7. Recherchons / pour x # k.

T
sin®
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dz sinx d
~ x
sin® (1 — cos? x)?
d’ou en posant t = cosz,

=Sy R O o S S
sin®z (1—t2)2 " 4/ 1—t (1-1t)2 1+t (1+1)2

Solution.

1 1 1 1 1—1¢ 2t
~——(-Inl1l—-t|+ —+In1+¢t{| - —)~-(In|—/| - ——=
gt g A+t = ) = (el = 7—5)
1 1 —cosx 2cosx 1 x 1 cosx
~— (1 — ~ - n(tg?2) - = ——
4(n1+cosx 1—cos2x) 4n(g 2) 2 sin’ x
1 T Ccos T
~—(In|tg =| — ——) .
S nltg ] - =23

2. Fonction paire en cosz et sinx

La fonction H (sinx,cosz,tgz) est dite paire en cosx et sinz lorsqu’elle se met
sous la forme

F(sin? z, cos? z, tg )

Remarquons qu’alors
H(—sinx,—cosx,tgx) = H(sinz, cosx,tgx) .
Dans ce cas la fonction & intégrer s’écrit aussi

F(sin? z, cos® x, tg )

1+ tg?
1+tg?a (1+tg"2)

et on effectue dés lors la substitution ¢ = tgx , ainsi
cos? 1 sin? r t t et (1+tg?x)de = dt
s‘r=——,sin“r=——=, tgr= x)dr = dt ,
1+ 1+ 8 &
on est ainsi amené a intégrer la fonction
1 t? 1
F( ; :
1+2 "14+t271+¢2

t),

qui est une fonction rationnelle en t. Ces calculs ne sont évidemment pas valables

aux multiples impairs de 7 .

dx

Exemple 18.8. Cherchons / —_—.
1+ cos?x

Solution. Cette primitive existe dans R mais la méthode suivie nous permet d’ob-
tenir la primitive pour = # (2k +1)7 .

/ do N/ dt N/ dt
Ltcos?z ) (1+ )1 +12) ) 2442
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en posant ¢ = tgw.

Posons maintenant © = —, nous avons

V2
tgx

/dival/ dt \/_/ N—arct uNéarct( )
1+cos2z 2 1+t2_ 14+u2 & 2 g\/i ’

3. Produits de sinx et de coszx

Il s’agit d’intégrer des expressions de la forme

‘ sin” ¢ cos™ x

ou m et n sont des naturels

Sim ou n est impair, on peut se ramener au cas d’une fonction impaire en cos x
ousinx.

Si m et n sont pairs, on a intérét a transformer sin” x cos™ x en une somme de
cos px ou sin gz, U'intégration est alors immédiate. Cette transformation s’opére soit
en utilisant les formules de trigonométrie

2sinz cosx = sin(2zx) , 2sin®z = 1 — cos(2z) , 2cos®> z = 1 + cos(2z) .

On peut aussi utiliser les Formules d’Euler.

Exemple 18.9. Cherchons /sinzx cos* z dx dans R.

Solution.
.2 4 Lo 2 L
sin”z cos"w = —sin 2z cos“x = E(l—cosélx)(l—i—cos?x)
1
= 1 (1 + cos 2z — cosdx — cos4x cos2x)
L (14 cos2 4o — L cosba —  cos22)
= — cos2x — cosdx — = cos6x — = cos2x
16 2 2
1 1 1
= 1 (1+ §cos2x—cos4x— 3 cos 6z) ;
on a donc

1 1 1 1
i2 4 ~ z _ 2 _
/Sln x cos” xdr 16 (x —|— sin 2z 1 sin 4z D sin 6z) .

En utilisant la formule d’Euler, on aurait obtenu :

1T

o 4 e _e—im ) eiz+e—iz 4
sin® 2 cos™ x=( 57 )= ( 5 )
:_26 ( 2ix —9 4 6—21m) (e4zz 4 4621m 4 6 +4€—22z 4 e—4zz)

%% (%% 4 4eMT 4 67 4 4 4 72 — 26T — 8T — 12 — 8e T HE — 2~
+e2ix + 4 + 66—2iw +4e—4iw + e—6iw)
1
:—2—6(2c056x + 4 cosdx — 2cos2x —4) .
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4. Cas général

On effectue la substitution t = tg 5. On a

_ 2t 1—t2 . 2t
siny = ——, cosx = T =
14 t2’ 1412’ & 1—t2
o d 2d
T dx t
1+tg> )= =dtdot dv = ——
(+g2)2 ol dx T
il s’ensuit

1

(1+tg? g) dx

R(si t
/R(sinx, cosw, tgx)dr / (sinz, cosz, tgr)

1+tg?2

1 20 1—12 2
2 R , , dt)i=tg = .
(/1+t2 T 17e Top) Wews

1

Les calculs ci-dessus sont valables seulement pour z # (2k + 1) .

dx

/2
Exemple 18.10. C’herchons/o 3T osms

Solution. La fonction m est continue dans R donc dans [0, 7/2], U'intégrale
existe donc. L’intervalle d’intégration ne contient aucun multiple impair de 7, on

T
peut donc appliquer la substitution ¢ = tg ) a l'intégrale considérée. Ainsi

/’*/2 dx _/1 2dt _/1 2dt
o 3+2sinz Jo (1+82)3+2:32;) Jo 32 +4t+3°

Or 3t* + 4t + 3 = 5 ((3t +2)? + 5), posons u = 3t + 2, on obtient

w/2 d . i
= _du_ _ 1 w
/0 TTaans =2 s =2 [rareta(p)],

= 2%(arctg(\/5) - arctg(%))
Remarque.
On peut utiliser les formules de trigonométrie pour modifier l’expression a intégrer,
mais il ne faut pas perdre le caractére rationnel de cette expression, il ne faut donc
jamais introduire de racine. Par exemple nous pouvons remplacer sin® & par 1—cos? x
mais il ne faut pas remplacer sinx par +£v1 — cos? !

18.5 Intégration des expressions en chax, shax

Il s’agit d’intégrer les expressions de la forme

‘ R(ch az, shax) ‘
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ot a # 0 et R(u, v, w) est une expression rationnelle de u, v, w.
1. Dans des cas simples, on peut utiliser des formules concernant les fonctions hy-

perboliques. Par exemple :
dx
5— =~ —cothw,
sh” x
/ shaxdz / dt
1+che ) 1+t

sh xdx
~ In(1 ~ In(1 hax) .
,/1+«mx n(l +4) ~ In(1 + cha)

olt on a posé t = chxz, d’ou

2. En général, on peut exprimer les fonctions hyperboliques en fonction de e*®. Ainsi

4 eTaT 4T _ p—ax
2 ’ 2

/R(ch az, shax) dr = /R(e
11 suffit alors d’effectuer la substitution ¢ = e%* ce qui donne :

2(/%3%@+%L%@—%Dﬁ)

Exemple 18.11. Cherchons [ H_dﬁ.

/ dx N2/ e* dx
14+chx — e2r 4 2er 4+ 1’

d’otl en posant t = e” on obtient

/ dx / dt -2 -2
—_— ~2 ~ ~ .
l1+chz (t+1)2 t+1 1+e®

18.6 La Méthode de substitution appliquée en sens
opposé

t=ea?®

Solution.

Nous allons compléter ce qu’on a dit & propos de I'intégration par substitution a
la page 209. Rappelons les conditions :

(1) la variable x varie dans un intervalle I, , la variable t se trouve dans un
intervalle Iy et les variables x et t sont relides t = ¢(x),

(2) p(x) est continament dérivable dans I, .

Alors on avait seulement besoin de connaitre la nouvelle variable ¢ par rapport a
la variable initiale . On utilisait la formule de primitivation (18.2) ou d’intégration
(18.3) en allant de gauche vers la droite. Mais on peut aussi appliquer la méthode
en sens inverse :

— chercher [ f(t)dt grace a [ f(o(x))¢' (z)dzx,
— chercher f:}(f)) f(t)dt au moyen de f; flp(@)y' (z)de.
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Cela nécessite qu'on connaisse aussi la variable x en fonction de ¢t. Dans un cas
pareil,

a tout t dans Iy il doit correspondre un et un seul x dans I, et inversement a tout x
dans I il doit correspondre un et un seult dans Iy, on dit alors que t = @(x) définit
une changement de variable entre I; et I, .

Une telle situation se présente lorsque p(z) est strictement monotone dans I, et
qu’on prend pour I; l'image de I, par la fonction z — ¢(x). Alors a tout ¢ dans
I, il correspond un seul x dans I, et on peut considérer la fonction réciproque de
x €I, —t=p(x), quon note =1, ainsi t € I; — x = o 1(t). Alors

€1, et t =) siet seulement sit € I; et x = (1)

Ci-dessous, en plus des conditions (1) et (2) rappelées plus haut, supposons la
condition suivante vérifiée :

(3) @(x) est strictement monotone dans I, et soit Iy l’image de I, par ¢.

Lisons la formule de primitivation par substitution (18.2) en exprimant la réponse
en fonction de la variable t, on obtient :

si f(t) est continue dans Iy, alors pour tout t dans I on a

/f £)dt ~ /f (@) datloepr (o) |- (18.10)

De méme si Uintervalle [¢, d] est inclus dans I;, utilisons la formule d’intégration par
substitution (18.3) en remplagant ¢(a) par c et ¢(b) par d, on obtient a = ¢ ~*(c) et
b= ¢ 1(d), il s’ensuit :

si ¢, d] est inclus dans I et si f(t) est continue dans [c,d],

()
/f t)dt = /_1() flp(x)¢ (z) dx . (18.11)

On va utiliser cela pour intégrer certaines fonctions contenant des racines. Le
principe est chaque fois d’effectuer un changement de variable éliminant les racines.

18.7 Intégration des irrationnelles R(x, v ax + b)

Il s’agit d’intégrer une fonction de la forme

R(x, {/ax + b)

ot a # 0 et R(u,v) est une expression rationnelle de u et v.

L’idée est simple : on pose
t=<vaxr+b.

La fonction {/ax + b est strictement monotone (croissante si a > 0, décroissante si
a < 0)
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— entre Uintervalle I, = {z : az +b> 0} et I; = [0, +00[ si p est pair,
— I, =R et I; = R si p est impair.

En prenant la fonction réciproque, on obtient

P =D

-—

Il s’ensuit

/R Vaz +b)de ~ = /R 0 )Pt dt];— vazto-

Nous obtenons de la sorte une primitive d’une fonction rationnelle. On procéde de
la méme fagon pour les intégrales en adaptant les bornes d’intégration.

8\/x+1dx
T

Exemple 18.12. Cherchons

Solution. Y£tl est continu dans | — 1, 0[U]0, +oo[ d’'ott également dans [3, 8].
L’intégrale existe donc.
Posons ¢t = v/x + 1, on se place ainsi dans les intervalles I, = [—1, +o0] et

I, = [0, +o0o[. Puisque [3, 8] C I,

3 2
\/ t
vl / 2tdt—2/ ———dt.
2

2 -1
On a )
2t 2 1 1
=24+ =24+ — - ——
t2 -1 +1%2—1 +t—l t+1°
d’ou )
t t—1
2| ——dt ~2t+In|——|.
/t2—1 +inli
Il s’ensuit

8
NCEST F-1 3
L VS WY il S WA
x t+1°2 2

Exemple 18.13. Cherchons

NG
dx dans )0, +00l.
3
Jr+1
Solution. Nous sommes ici en présence de deux racines d’ordre différent, mais on se

rameéne au cas d’une seule racine en remarquant que /z = (¥/z)% et ¥/x = (Jx)?.
Posons donc t = x . Ainsi I, et I; coincident avec [0, +oo].

3 18
Ve dr ~ / 6t5dt:6/—dt
Jr+1 241 241
6/(t6—t4+t2—1+ ) dt

tT— 154212 — 6t + arctgt

1

14 ¢2

1

6 :
—gx%+2 22 — 66 + arctg /7.
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18.8 Intégration des irrationnelles R(x, vaz? + bz + ¢)

Envisageons la présence d’une des racines suivantes :

V1— 22 , 2+ 1 , 2 —1.

Que faut-il poser pour éliminer cette racine ? L’idée est simple :
— puisque cos? t+sin’t = 1, dans le premier cas il suffit de poser x = sin t avec

t€[~%, %] caralors V1 — 22 = cost ;
— puisque ch®t —sh?t =1,
1. dans le second cas on doit poser x = sht car alors V2 + 1 = cht,

2. dans le troisiéme cas on doit poser
x =cht avect > 0 sion considére x > 1,
x = —cht avect > 0 si on considére x < —1,

en effet alors on a Va2 — 1 =sht.

La méthode qu’on va voir ne fait qu’appliquer I'observation ci-dessus.

1. Irrationnelle de la forme R(z,va? — x?)

Il s’agit d’intégrer des fonctions de la forme

R(x, v/ a? — x?)

ot a >0 et R(u, v) est une expression rationnelle de u, v. On pose

ton ~ T cr<l
r =asint ol — = —.
2= 72

Ici I, = [~a,a] et I; = [-F,F]. Remarquons que asint est strictement croissant
dans I; et en sens opposé on a t = arcsin £ . Ainsi

va—1x?=acost
et on a

/R - x2) dr ~ /R (asint, acost)acost dt)i—arcsin = -

Nous sommes ainsi ramenés & une primitive d’une expression rationnelle en sint
et cost. On procéde de facon semblable pour les intégrales en adaptant les bornes
d’intégration.

Exemple 18.14. Cherchons / va? —x%dx dans | — a,af et / va?—x?dx.
0

Solution.

1. Posons x = a sint avec t € [—7, 7], Ainsi

x
Va2 —ax?=acost, dv = acostdt;, t = arcsin(—) ,
a
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d’ott
2
Va2 — 2 2 2 a
a? —a2%2dx ~ a° [ cos tdt:? (1 + cos2t)dt
a? (t+ sin2t) a? (t + sint )
~ ~ — sint cos
2 2 2
2
a x
~ — arcsin— + —v/a? —2?.
2 a + 2
Remarque : la primitive obtenue ci-dessus est valable seulementdans | — a, a[, mais

la primitive existe dans [—a, a] puisque Va? — 22 est continue dans [—a, a] .

2. Cherchons 'intégrale. La fonction va? — 2 est continue dans [—a, a] d’oit continu
dans [0, a], l'intégrale existe donc Comme ci-dessus, posons & = asint avec ¢ dans
[, 5] . Puisque [0,a] C I, = [~a,a], on a

2

a , (2, a2 (3
/ Va2 —ax2dr=a / cos tdt:—/ (1+cos2t)dt =
0 0 2 Jo

Ce double exemple montre bien que lors d’un calcul d’intégrale par la méthode de
substitution, il est plus avantageux d’appliquer cette méthode en modifiant
les bornes d’intégration que de appliquer uniquement pour le calcul de
la primitive. En effet en modifiant ’ensemble d’intégration on ne doit pas aprés le
calcul de la primitive exprimer celle-ci en fonction de x et on peut ainsi ‘oublier’ la
variable initiale.

2. Irrationnelle de la forme R(x,vx? + a?)

Il s’agit d’intégrer des fonctions de la forme

R(z, V2% £ a?)

ot a >0 et R(u, v) est une expression rationnelle de u, v .

ler cas : R(z, /22 + a?)
On pose x = asht, ici Iy = R et I, = R. Remarquons que asht est strictement
croissant dans I; et, en sens opposé, on a t = arcsh(Z). Ainsi

VaZ+a?2=acht , dov =achtdt ,

et

/R(x, Va2 +a?)dx ~ a(/ R(asht,acht) chtdt)t:arcsh(g) .
2e cas : R(z, V22 — a?)

Deux cas se présentent : * < —aoux > a.
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Lorsque & > a, on pose x = acht ou t > 0, ici I, = [a,+oo[ et I; = [0, +00].
Remarquons que acht est strictement croissant dans I; et, en sens opposé, on a
t = arcch(2). Alors

Vx2 —a?2=asht , dov =ashtdt ,

et

/R(x, Va2 —a?)dr ~ a(/ R(acht,asht)shtdt);—arcen(z) -

Lorsque # < —a, on pose z = —achtout > 0,ici I, =]—o00, —a] et I; = [0, +o0[.
Remarquons que —a cht est strictement décroissant dans I; et, en sens opposé, on a
t = arcch(—2). Alors

Vx2 —a?2=asht , doe = —ashtdt ,

et
/R —a2)de—a /R —acht,asht)shtdt)i—arcen(—z) -

Dans ces deux cas on est ainsi ramené & intégrer une expression rationnelle en ch ¢ et
sht, ce qu'on a déja envisagé précédemment. Si on calcule une intégrale, on adapte
les bornes d’intégration. Si on cherche une primitive, les calculs peuvent étre plus
désagréables car il faut alors exprimer la réponse finale en fonction de =, pour ce
faire on peut utiliser les fonctions hyperboliques réciproques arcsh ou arcch. Les
formules (17.2) (page 201) peuvent au besoin étre utiles.

Exemple 18.15. Recherchons /\/ 22+ 1dx dans R

Solution. Posons x = sht. Ainsi

V1422 =cht, dex =chtdt, t = arcsh(z) = In(z? + Va2 + 1) ,

2t —2t
/ch%dt:/wdt

d’ou

/ Va2 + ldx

1

1

|

|

|
+
=2

(18.12)

1

—((z+Va2+1)* -

3 +4n(z + Va2 +1)) .

1

Mais ces calculs se ménent de fagon plus agréable si nous utilisons les propriétés des
fonctions hyperboliques, remarquons que (18.12) s’écrit aussi

1 1
7 (h(2t) +2t) = 2 (2shtcht +2t) = (2shtV/sh?t + 1 + 2t)

de la sorte

1
/\/x2+1dx2 5(1‘\/I2—|—1+1n(:€+ x?2+1)).
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2
Exemple 18.16. Recherchons / Va2 —1ldz.
1

Solution. 22 — 1 est continue dans [1, 2], intégrale existe donc.
Posons « = cht ou t > 0, ici I, = [1,+oo[ et I; = [0,400[. On a

Vx2 —1=sht, dov =shtdt, t = arcchz .
Puisque [1,2] C I, on obtient
2 arcch 2
/ Va2 —lde = / sh?(t) dt
1 0

arcch2 2t —2t arcch 2
+ -2 h(2t) — 1
= / S N P / % dt
0 0

4 2
1 sh2 /7
— 5 [th }arcchQ Cht Ch2 t— arcghz
_ \/g_arc;:h2:\/§_ln(2;—\/_)

3. Cas général

Envisageons le cas général et montrons comment intégrer des fonctions de la

forme
R(xz, vVax? + bx + ¢)

ot a # 0, b*> —4ac # 0 et R(u,v) est une expression rationnelle de u et v .
Par “complétion du carré 7, le trindme az? + bx + ¢ peut se mettre sous la forme

K(A+ (Mz+ N)?%) avec K >0et A#0,

ces coefficients ne sont d’ailleurs pas uniques, le choix de K dictant la valeur des
autres coefficients. En effectuant la substitution u = Mz + N on obtient

/R Vaa? +bx+c)d M/ A+u?)
et on est ainsi conduit & un des types envisagés ci-dessus.
V3 + 2z — 22
Exemple 18.17. Recherchons /%dw dans | —1, 3].
x

Solution. On a: 3+ 2x — 2% =4 — (x — 1)2. La fonction & primitiver est continue
dans | — 1, 3], travaillons donc dans | — 1, 3] . Effectuons la substitution y = z — 1,
ainsi y varie alors dans E, =] — 2, 2]. Nous obtenons

/m /\/_—y

z+1
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Posons y = 2 sint avec t dans [—E, z], ici I, = [-2,2] et I; = [—g, g] Puisque

E, c I,, on peut travailler dans F, tout entier. Il s’ensuit :
4—y2=2, cost , dy=2costdt , t:arcsin% ,
d’ou
/%{xzd:ﬂ ~ /Mdtz 2 /(1 —sint)dt ~ 2t + 2 cost

sint + 1

1

2 arcsin% +4—y?

-1
~ 28chsinx2 + V342 — 22,

1
dx
Exemple 18.18. Cherchons I :/ .
o (+)va?24+ax+1
Solution. m est continue dans | — oo, —1[U] — 1, +o0o[ d’ont contin;e
dans [0, 1], l'intégrale existe donc. Complétons le carré : 2% +x +1 = (z + 5)2 + 1

Posons u =z + % , on obtient

I:/?)/Qd—u .
12 (u+ 1)y Ju?+ 32

Posons u = § sht, ainsi I; = I, = R et évidemment [%, %] CIl;.Ona
3 3 3 2
u? + 1= %cht , du= gchtdt ,t= arcsh(%) .
On obtient
= / wehVs o gar /““CSWg s dt
arcsh(1/v/3) \/§Sht +1 arcsh(1/+/3) \/§B2t + 2et — \/§ .

Effectuons la substitution y = \e/—% Puisque

earcsh(l/\/g) _ \/g ot earcsh(\/g) =924+ \/g

on obtient
142/V3 4
1= ——dy .
/1 3y +2y—1 Y
Puisque
4 _ 3 1
32 4+2y—1 3y—1 y+1
on a 3 )
[=[n2L—)+2/V3 g,

y+1
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Mise en garde

Pour modifier les bornes d’intégration dans f; f(z)dx au moyen d’une substitu-
tion t = p(z) il est indispensable que [a, b] soit contenu dans lintervalle I, . Voici

un exemple éloquent & ce sujet. Considérons I = _11 1_7_? > . Nous savons que
bode farct ]1 0
—— = |arctgz] = —.
L Tta? 87 g

Mais raisonnons autrement : posons t = 1/x qui établit un changement de variable
entre Ry et Ry. Nous ne pouvons pas modifier les bornes d’intégration car
[—1, 1] n’est pas une partie de Rj. Oublions cela et appliquons la formule! On

obtient :
I_/l dz _/—1 a
A - P -

d’ou I = 0 alors que I = 7/2 ! Voila ce qui peut arriver lorsqu’on oublie de vérifier
les hypothéses.
18.9 Exercices

Cherchez les primitives et les intégrales suivantes (quand elles existent). Justifiez
lexistence des intégrales et indiquez ou le calcul de la primitive est valable.

1.

1) /thxdx

™

2) /2(2sinx—|—3cosx)dx
0

3) /629” sin x dz

4) /eSi”cosxdzs

2 2
1
5)/nxdaz
1 €Z

6) /(2 ~32)Ing da

7 / €2 (22 — 20)da

8) /12 ¢ (22 — 1)dz

9) /e_w cos(2x) (—ba? + 4x — 7) dx

11) /xe‘m cos(2x) dx
12) / cos? x dx

0
13) /629” cos 3z dx
14) /er’\/l—emd:c

1

dz
15
)/0 2z -1

16) /arcsinxdx

i [

9 +sin?z

1/2
18) / x? arcsin x dx
0

1
19) /x e dx
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10) /esm(x + 1) sin(2z) dx

1)/ﬁd:ﬂ
) [ G
3)/@&%

8z +x+1
5)/ z(x? +1) d

sinx
1 ——d
)/(Q—i-cosx)2 .
2)/sinzxdx
cos T
3) /coszx sin z dx
.3
sin” z
4 d
)/coszx *
] tg x
5 — d
)/0 1+ sin 2z v
sin x
o) [ T
7'!'/3 1
7)/ dx
o CosT
z 1
8 —d
)/0 5+ 4sin2z v

9) /sin 3x cos 2z dx

shx
1) — =~
) 1+chx v

2) / ch?xdx

X
20) [ —L 4
)/\/9—4:,:2 v

6)/L13dx

2 —4x —5

1
20+ 3
7 ——d
)/0 225z 46

31
8 —d
)/2x4—1x

2 52
20 =3z +7
9 ——d
)/1x3—7x2+12x *

622 + 152+ 7
1
0) / T3P +ar 1) ©

1
10) /,7(195
sinx cosw
11) /cos?’xdx
1
12 —d
)/l—i-sinx v
.2
sin” x
13 d
)/cos4x *

w/2
14) / sin 5z cos 3z dx
w/4
T

15)/ tgx dx
0
T 1
1) [ e
o 1l—sinz
7'r/2 1
) [ e de
o 1l+4cosz

/2 1
18 —d
)/_ﬂ/25+3cosx .

1

shz chz
3 —d
)/0 3+2chz .

1
/2+thdx
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5.
1) x4l 2) /3 dx
TN T —2 0o Y(x+1)?2—-Va+1
6.
1 244
Ny ) [,
x5 — 2 x
1
2 Va2 +4 dx 0 /7 dx
) / ) Va? —4x+1
V3 + 21 — a2 1+ 22
3 —d 11 —dx
) / z+1 ’ ) V4 — Vi_z2
1) / L / v da
“15/8 w2 Va2 + 1 \/ 3z —4) (5z — 6)
4
5)/ Vaz+9de 13)/ V24 6x — 922 dx
0 3
4
x
6 Vdr — 22 dx 14 / ——dx
) /1 e
7 Va2 —4dx 5 /# dx
) / ) V1—a—a?

8 —  dx
)/_1 Vit +r+1

23¥2r a2
6)/ 3+4+2x—=x e

r+1



Chapitre 19

Quelques applications des
intégrales

On va utiliser les intégrales pour mesurer des volumes, des surfaces non planes
et des longueurs de courbe.
Ici a, b représentent des réels et a < b.

19.1 Volume et aire d’un solide de révolution

Un solide de révolution est obtenu en faisant tourner une courbe plane autour
d’une droite (’aze de révolution), la courbe et la droite se trouvant dans un méme
plan. Envisageons le cas suivant : soit G la courbe située dans le plan oyz d’équation
y = f(2) avec z € [a,b] supposons f(z) continue et > 0 dans [a, b]. Faisons tourner
G autour de I'axe des z, la courbe G engendre ainsi une surface de révolution, le
solide de révolution est délimité latéralement par cette surface ainsi que en bas par
un disque de rayon f(a) et en haut par un disque de rayon f(b). Calculons le volume
du solide de révolution.

Soient Az infiniment petit > 0 et a = 29, 21, 22, ..., 2k, ..., Zp, Zp+1 = b la
discrétisation D de [a,b] de pas Az. Par chacun des points (0,0, zx) sectionnons le
solide de révolution en menant le plan z = z;. Le solide de révolution est ainsi coupé
en p + 1 tranches de hauteur infiniment petite.

Mesurons le volume de la tranche comprise entre z = 2 et z = 2,41, notons Vj,
ce volume. Utilisons les fonctions de choix Min, Max (voir page 149) qui entre z et
zkp+1 choisissent respectivement cg, dj tels que f(ck) et f(dy) soient respectivement
le minimum et le maximum de f(z) pour zx < z < zgy1. La tranche considérée
contient le cylindre de hauteur zi+1 — zj et de rayon f(ck) et est contenue dans le
cylindre de hauteur zxy1 — zi et de rayon f(dy). Par conséquent

Tf (k) (zhs1 — 26) < Vi < 7f(di)® (241 — 2k) -

Bien entendu la mesure du volume du solide de révolution, notée V..., est évaluée

233
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par > p_o Vi - Nous avons donc

P

Zﬂf(ck)g(zkﬂ —2k) < Viey <
k=0

7 f (di)? (2r41 — 2) -

NE

el
Il

0

Ci-dessus on rencontre deux sommes de Riemann relatives a la fonction z +— mf2(2)
et aux fonctions de choix Min et Max ; en prenant les parties standard on obtient

b b
/ 7f(2)%dz < Vyew §/ nf(2)%dz

et donc

b
Volume du solide de révolution = 7T/ f(2)%dz

On peut également chercher l'aire latérale du solide de révolution :

b
Aire latérale de la surface de révolution = 271'/ FV1+ f(2)3%dz

On ne démontrera pas ici cette formule !

Exemple 19.1 (Cone droit).
Cherchons le volume et l’aire latérale d’un cone droit de hauteur h et dont le rayon
a la base est r.

Résolution. Prenons comme axe des z 'axe du cone et plagons la base du cone
dans le plan oxy. La surface latérale du cone est alors obtenue en faisant tourner
autour de l'axe des z le segment d’extrémités (0,7,0) et (0,0, h); dans le plan ozy
I’équation de ce segment est

Le volume V. du cone est donc donné par

r2 [ 9 mr2h
Vc—ﬂ'ﬁ/o (h—2)%dz = 7 -

Pour laire latérale A, du cone A, on a

h h
)
AC:QWE/ (h—2) 1—|—(£)2dz = Zﬂi/ (h— 2)dz
A Vo o,
=garvh2+r2 = 7rl,

si [ est la longueur du segment tournant autour de I’axe des z.

1. on peut trouver cette démonstration par exemple dans [16]
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Envisageons maintenant le cas d’une surface de révolution obtenue en faisant
tourner une conique autour d’'un axe de symétrie. Ainsi un paraboloide de révo-
lution est obtenu en faisant tourner autour de son axe de symétrie une parabole.
Un ellipsoide de révolution, resp. hyperboloide de révolution, est obtenu en
faisant tourner une ellipse, resp. une hyperbole, autour d’un de ses axes de symétrie.
L’hyperboloide est dit & une nappe si 'axe de rotation est I’axe non transverse, il
est dit & 2 nappes si 'axe de rotation est ’axe transverse.

Exemple 19.2 (Ellipsoide de révolution).
Cherchons le volume et l'aire d’un ellipsoide de révolution.

Résolution. Soient 2 a, 2b respectivement les longueurs des axes de Iellipse. Faisons
tourner l’ellipse autour de l'axe de longueur 2a. Dans ozy l'équation de la demi-

ellipse est
22
y==>b 1——2 avec —a<z<a.
a

a 2 3 a 2
et 5 z B 9 z _Amabd
volume de l'ellipsoide = 7r/ b (1 — a_2) dz=m [b (z — 342 )] - T3

Ona:

—a —a

En faisant a = b = r, on obtient une sphére de rayon r et on retrouve :

s

volume de la sphére =

Envisageons le cas a > b. Notons 2¢ la distance focale de Vellipse, c’est-a-dire

c=+va?—-0%.0na

aire de S,

“b 2p?
27r/ —Va? — 22 1+ = dx
qa

a2(a2 _ 22)

= 2_7rb/ vVat —c2z2dz .

a?

En posant ¢z = a®sint avec t dans [—%, %] et en notant o = arcsin(c/a), on
obtient

21ba? [ ba? in 2¢
aitede S, = ——o / cos? talt = [t + SH; 124
¢ Joa c

ba? 2rb
= % (20 +sinayv1—sin?a) = =
C &

2

arcsin < + 70 . (19.1)
a

Remarquons que dans le cas de la sphére de rayon r, on a a = b = r et, au départ
de (19.1), on retrouve

aire de la sphére = 4772 .
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19.2 Longueur d’un arc de courbe
Considérons une courbe plane C d’équations paramétriques
z=ua(t) , y=y(t) avecté€la,b].

Supposons que z(t), y(t) soient continiment dérivable dans [a, b]. Cherchons la lon-
gueur de la courbe C. Notons p(t) le point (z(¢),y(t)).

Fixons un hypernaturel m ig. Posons At = b_Ta etsoita=tg,t1,ta,...,t;m =0
la discrétisation de [a, b] de pas At. Pour chaque k, on a ty & tx11 et donc

x(te) = x(tpr1) et y(ty) R y(tpr1), do p(ty) ~ p(trs1) -

Evaluons la longueur I, de 'arc de courbe allant de p(tx) & p(tx+1) au moyen de la
longueur sy du segment allant de p(tx) & p(tx+1) ; nous avons

sk =V (@(tr1) — 2(tr))? + (y(tren) — y(te))? - (19.2)

Vu le Théoréme des accroissements infinitésimaux, 3¢ partie (page 162), on a :

(tpe1) — z(ty) = 2/ (tp) At + ex At et y(tpr1) — y(te) = v (te) At + el At

ou e, €}, sont des ip. En remplagant dans (19.2) on obtient

st = Ot/ (@' () + ) + <y/<tk> + s;>2

= At /2 (ty (t)2 + IP = At (V! (te)? + v/ (tr)? + <)

ol g, est ip.
On évalue donc la longueur de la courbe C au moyen de

m—1
> sk = ZAt 24y (tg)? +ZAt5k,
k=0

Vu le théoréme 21, la somme ZZZOI At g} est ip et donc :

,_.

m—

Longueur de C = st(z Sk) Z At )2+ y(te)?)
k=0

En conclusion

b
Longueur de C = / V! (t)? +y'(t)%dt . (19.3)

En particulier considérons le graphe d’une fonction f(z) contintment dérivable
dans un intervalle [a, b]. Alors les équations paramétriques du graphe s’écrivent

x=t , y= f(t) avect € [a, ]
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Par conséquent

b
Longueur du graphe = / V1+ f(x)2dx|.

Le raisonnement ci-dessus peut étre effectuée pour une courbe de ’espace R? et
la longueur le ’arc de courbe est alors donnée par

/b V()2 +y (8)2 + 2/ ()2 dt .

Exemple 19.3 (Cycloide).
Cherchons la longueur L. d’un arc de cycloide obtenu aprés un tour complet du
cercle.

Reésolution. Référons-nous a I’étude de la cycloide faite a la page 106. Les équations
sont

= 9 — 1
{x rf —rsind avec 0 € [0, 27]

y =r—rcosb

Il s’ensuit

2m 2m 0
LC:/ \/r2(1—cos@)2+r2sin20d9:2r/ sin —df = 8r .
0 0 2

Exemple 19.4 (Spirale d’Archimeéde).
Cherchons la longueur L, de la portion de spirale d’Archimeéde obtenue aprés un
tour complet.

Résolution. Référons-nous a ’étude de la spirale d’Archiméde faite a la page 104.
Les équations paramétriques de cette portion de spirale sont

{x = aflcost avec 0 € [0, 27]

y =alfsinf

Il s’ensuit

2m
Va2(cos @ — Osin )2 + a2(sin § + 0 cos 0)2 db

~
Q
|

0

2m
a V1+062do

0
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d’ot, en posant 6 = sht,

arcsh(27) a arcsh(2r)
La = a/ Cthdt:_/ (1+Ch2t)dt
0 2 0
h2t arcs. e 1h 2 h 2
— g(arcsh(%r) + [S 2—}0 hGmy _ g(arcsh(%r) + w) '

On sait que sh(2t) = 2shtcht et que cht = \/1 + sh®¢, il s’ensuit

sh(2 arcsh(27)) = 47/ 1 + 472

et donc

h(2
Lo = a(2ShCT) A0y

2

19.3 Exercices

1. Cherchez le volume du solide délimité par
— TD’hyperboloide de révolution obtenu en faisant tourner I’hyperbole

2 2
v o2

poly , =0

autour de ’axe des z,
— les plans z = —h et z = h.

2. Cherchez le volume du solide obtenu en coupant par le plan z = a le para-
boloide de révolution engendrée par la rotation autour de ’axe des z. de la
parabole d’équations

z=2py% , z=0.

3. Cherchez la longueur de 'arc de parabole d’équation y = pz? joignant l'origine
au point de la parabole d’abscisse a > 0.
4. Cherchez la longueur de la courbe “caténaire”, c¢’est-a-dire du graphe de chx

ol x € [—a,a]. (cette courbe s’obtient en suspendant un fil par ses deux
extémités, d’olt son nom).



Chapitre 20

Equations différentielles du
premier ordre

Considérons la fonction exponentielle, notons y cette fonction, alors y’ = y. Une
telle équation est appelée une équation différentielle du premier ordre. Il s’agit d’une
égalité reliant une fonction a sa dérivée. La fonction exponentielle est une solution de
cette équation différentielle, une solution d’une équation différentielle est donc une
fonction qui vérifie I’égalité considérée. Remarquons que I'équation y’ = y a d’autres
solutions, ainsi si C' représente une constante quelconque, la fonction Ce” est aussi
solution de y’ = y, par exemple 2e%, 5¢%, ...sont des solutions de y’ = y. Chacune
de ces fonctions sera appelée une solution particuliére de y' = y. On verra bientot
que toute solution de 3’ = y est de la forme Ce®, dés lors en posant y = Ce® ou C
représente une constante arbitraire, on aura toutes les solutions et uniquement les
solutions de y’ = y, aussi on dira que la formule y = Ce® donne la solution générale
de v/ = y.

20.1 Quelques généralités

Ici on désigne souvent par y la fonction inconnue d’une équation différentielle,
la variable est souvent notée x, mais dans les applications il en est tout autrement,
par exemple, quand la varable est le temps, la variable est notée ¢ et si la grandeur
étudiée est une intensité électrique, on remplacera y par I . ...

Une équation différentielle du premier ordre est une équation reliant ¥’ & = et
y, on y trouve éventuellement y et la variable x , mais nécessairement la dérivée
de y. Résoudre une équation différentielle consiste a chercher toutes les fonctions
y(z) qui la vérifient et qui sont des fonctions contintiment dérivables dans un certain
intervalle (pouvant dépendre de la solution y).

Ce que nous avons déja remarqué ci-dessus avec I’équation ¢y’ = y, se confirmera
par la suite : on verra qu’'une équation différentielle a une infinité de solutions et que
ces fonctions solutions peuvent étre décrites au moyen d’un paramétre, appelé ici
constante arbitraire ; il s’agit 14 d’une régle générale valable pour toutes les équations
différentielles du premier ordre.

239
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Souvent on cherche une solution précise de ’équation différentielle vérifiant une
condition supplémentaire de la forme y(z¢) = yo ol zp, yo ont des valeurs fixées et
connues, une condition de la forme y(z¢) = yo est appelée une condition initiale.

Considérons une équation différentielle

F(yy,2) =0 (%)

A toute solution y de (*) correspond son graphe qui est appelé une trajectoire
solution de (*). Une équation différentielle a donc aussi une signification géomé-
trique : comme on le verra au travers d’exemples, elle représente aussi une infinité de
trajectoires dans le plan. Remarquons que la condition initiale y(z¢) = yo consiste
a imposer a la trajectoire-solution de passer par le point (xo,yo) -

Une solution particuliére de I'équation différentielle (*) est une fonction y
vérifiant I’équation (x). La solution générale de (x) dans I est une expression qui
caractérise toutes les solutions de () dans I, il s’agit donc d’une formule représentant
toutes les solutions de (%) dans I et rien que des solutions de (x), souvent on la
représentera par la notation y, . Il faut toutefois apporter un correctif a cela : dans
certains cas on verra qu'un nombre trés limité de solutions de (%) échappent a la
formulation générale donnant toutes les autres solutions, alors ces solutions seront
appelées des solutions singuliéres de (x) et la formulation générale gardera le nom
de solution générale.

Sauf mention explicite du contraire on cherchera des solutions a valeurs réelles et
les constantes arbitraires que nous rencontrerons alors seront des réels quelconques.
Cependant on verra aussi qu’il est parfois utile et plus simple de considérer des
solutions & valeurs complexes.

Conventions :
y = a signifie que y(x) = a pour tout x et “ssi” est 'abréviation de “si et seulement

”

ST,

20.2 Equations a variables séparées

Il s’agit des équations de la forme

fw)y' =gx) | (5).

Pour résoudre (S) on remarque qu’en se plagant dans un intervalle o la solution y
serait contintiment dérivable, on a :

fy =) s [ fwyde= [y
ssi / fy)dy ~ / g(z)dx
ssi /f(y)dy = /g(x)derC,

ou C est une constante arbitraire. Aprés le calcul des primitives , on obtient une
définition implicite des solutions y, c’est-a-dire une égalité reliant = et y; il s’agit
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alors de transformer cette définition implicite en une définition explicite de y, c’est-
a-dire d’obtenir une formule donnant y en fonction de .

Souvent il est impossible de prévoir dés le début des calculs ’ensemble dans lequel
on va obtenir les solutions mais, lorsque les solutions sont obtenues, on peut alors
déterminer ’ensemble dans lequel ces solutions sont valables.

Exemple 20.1. Cherchons la solution générale de
yy +sinz =0 (20.1)

Résolution. On a :
yy’:—sinx ssi /ydy:—/sinxdx—i—C’

2
L. cosx + C

2
ssi y=+v2cosx+2C

ou C' est une constante arbitraire. La solution générale y, de (20.1) s’écrit donc

Yg =EV2cosx + K, (20.2)

a priori K est une constante arbitraire réelle mais vu la forme de yg , la constante
K doit étre un réel > —2.

Prenons la constante K > —2. Remarquons d’abord que la solution de (20.1)
est périodique de période 27. Examinons ou cette solution est valable. Si K > 2, la
solution donnée par (20.2) est valable dans R tout entier. Mais si —2 < K < 2, il
faut déterminer quand 2 cosx + K > 0; vu la périodicité des solutions, on peut se
limiter a étudier ces solutions dans [—m, 7], alors on doit avoir cosz > —K /2 et donc
x doit étre dans

ssi

K K
- arccos(—?),arccos(—g)[ .

Sur la figure 20.1, on a représenté dans [—m, 7| les trajectoires-solutions corres-
pondants au cas + et en prenant pour K les valeurs —1, 0, 0.5, 1, 2, 4 ; en observant
ces dessins, on a confirmation de ce qu’on vient de dire a propos de ’ensemble de
validité des solutions.

Complétons le probléme posé en recherchant le(s) solutions de 20.1 vérifiant la
condition initiale y(0) = 1. Il faut donc sélectionner parmi toutes les solutions repré-
sentées par la solution générale celle(s) qui vérifient y(0) = 1, il faut donc prendre
le cas du + et cela donne

1=2+K

et donc K = —1, la solution particuliére cherchée est donc donnée par

y=+v2cosx—1.
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FIGURE 20.1: trajectoires-solutions de 20.1 dans [—, 7]

Exemple 20.2. Cherchons la solution générale de
z2y =P (20.3)

Résolution. Remarquons d’abord que y = 0 est une solution de (20.3).
Envisageons le cas y # 0. Alors

/
27 _ 2 o y_l
ry =Yy SS1 ?—F
d d
ssi /—y:/—z+C’
Y T
1 1
ssi —=——-C
Yy ooz
ssi x
si =
Y 1-Cx

oll C est une constante arbitraire. Les solutions obtenues ici sont donc
T
1-Cx

Y

La solution y = 0 ne peut se mettre sous la forme ci-dessus. Par conséquent y = 0
est dite une solution singuliére de (20.3) et la solution générale de (20.3) est donnée

par :
T

Yo = 1= Cx

Examinons les trajectoires-solutions :

— Deux trajectoires-solutions font bande & part : la trajectoire-solution de la
solution singuliére qui est I'axe des x et aussi la trajectoire-solution corres-
pondant & C' = 0 qui est la droite y = x.

— Les autres trajectoires-solutions sont des hyperboles dont les asymptotes sont
I'horizontale y = —1/C et la verticale z = 1/C', de plus toutes ces hyperboles
passent par l'origine.

Sur la figure (20.2) on a représenté quatre trajectoires-solutions de (20.3) correspon-
dants a la condition initiale y(xzg) = yo ot zg = —2,1 et yo = —1,4. Ces conditions
initiales correspondent aux valeurs suivantes de C' :

(20.4)
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Yo \Zo —2 1

FIGURE 20.2: trajectoires-solutions de (20.3)

Exemple 20.3. Cherchons la solution de

Yy =yly—1) (20.5)

vérifiant la condition initiale

y(0)=2. (20.6)

Résolution. Cherchons d’abord la solution générale y, de 20.5
1) y =0 et y =1 sont deux solutions particulieres de (20.5).
2) Envisageons y Z 0 et y Z 1 . Nous avons :

Yy =yly—1) ssi /%Z/dx

-1
ssi ln|y—\:x+C’
)

. -1
ssi | Ly er e

ott C' est une constante réelle quelconque. Posons C; = +e®. La constante C} repré-
sente donc un réel non nul arbitaire. Nous avons :

-1
—y = C’lew

d’ou
1

yzl—Cle””



244 Chapitre 20. Equations différentielles du premier ordre

3) Conclusion. En prenant C7 = 0 nous pouvons récupérer dans la solution générale
la solution particuliére y = 1. La solution générale de (20.5) s’écrit donc :

1

- 20.7
1—Ce” ( )

Yg

C étant une constante arbitraire réelle, de plus y = 0 est une solution singuliére de
(20.5).
Cherchons maintenant la solution particuliére y, vérifiant la condition initiale
(20.6). La solution singuliére y = 0 ne convient pas. Il faut :
1

2=
1-C

c’est-a~dire C' = 1/2, la solution particuliére cherchée est donc donnée par

2

Ve

cette solution est valable dans | — oo, In 2[U] In2, 400 .

Revenons a la solution générale (20.7) et déterminons allure des trajectoires
solutions lorsque C' # 0.
1. Si z est ig > 0, on a yg(x) =~ 0 et si x est ig < 0, on a yy(z) ~ 1; les
trajectoires-solutions ont donc deux asymptotes horizontales :
y =0 du coté 400 et y =1 du coté —oo.
2. Remarquons :
— si C' < 0, la solution est valable dans R tout entier ;
— si C' > 0, la solution est valable dans | — oo, In C[U]In C, +00[ et présente
en In C' une asymptote verticale, puisque x ~ InC et x # InC entraine
Yg(2) infiniment grand.
3. De plus
Ce*
/
)= ——=",
Yo(2) (1—Ce)?

la dérivée est de signe constant a savoir le signe de C'; la solution y, est donc
strictement décroissante dans R si C < 0 et si C' > 0, elle est strictement
croissante dans | — 0o, In C[ et strictement décroissante dans |In C, 4o00].

Cela permet d’esquisser les trajectoires-solutions, sur la figure 20.3, on a représenté
les trajectoires-solutions de (20.5) correspondant aux valeurs de la constante arbi-
traire C = —1,0,0.5,2.

20.3 L’exponentielle comme solution d’une équation
différentielle

Considérons ’équation différentielle

Y =ay (20.8)
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|| 10
|
| 7.5}
|
I
/ 5[
|
/
2.5[
I
== =
= 2 4

FIGURE 20.3: trajectoires-solutions de (20.5) pour C' = —1,0,0.5, 2

ol a est une constante réelle.
Résolvons cette équation. Remarquons d’abord que y = 0 est solution de (20.8).
Considérons y # 0. Alors (20.8) est équivalent a

c’est-a-dire a
Inly| =ax+C

ou C est une constante réelle quelconque. On obtient ainsi

y:ieam+czieceam :Keam

ou K = +e® et représente donc une constante réelle quelconque non nulle. En se
rappelant que y = 0 est une solution, on obtient :

la solution générale y, de (20.8) s’écrit
yy = Ce™ (20.9)

ou C' est une constante réelle quelconque.

La constante C' s’exprime au moyen de la condition initiale, on a y(0) = C et la
solution de (20.8) devient

y =y(0)e™* (20.10)
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Plus généralement si la valeur initiale de la variable est zy, on a
y(xg) = Ce®™®
et la solution de (20.8) s’écrit alors

= ylao)e =

20.4 Premiéres applications de 3’ = ay

L’équation (20.8) se présente dans de nombreuses applications. Ici la variable est
le temps et est notée ¢ .

Evolution de la radioactivité

Considérons un élément radioactif et notons r(t) sa radioactivité a U'instant ¢.
Soit At une variation de temps trés petite, on assimile At & une variation infiniment
petite. At devient notre infiniment petit de référence.

Sur base d’observations, le physicien formule la regle :

la diminution de radioactivité Ar correspondant & la variation de temps At

peut étre estimée comme étant proportionnelle & la radioactivité totale.
Mais bien entendu

cette diminution de radioactivité doit aussi étre proportionnelle a At.
Autrement dit, k étant une constante > 0 dépendant de 1’élément radioactif consi-
déré, on observe Ar comme étant —krAt. Mais les mesures traduisant les observa-
tions ne sont pas exactes; puisque At est ici notre infiniment petit de référence, les
quantités observées comme nulles sont o(At), et donc la différence entre les mesures
effectuées et les grandeurs réelles correspondantes sont o(At). On a donc

|Ar = —krAt+o(At) |.

Par conséquent

Ar o(A)
E——kr—i— A =—kr+1P
d’out A
() = st(o0) = —
r(t)—st(At) kr .

Ainsi la radioactivité vérifie 'équation
= —kr
qui est une équation de la forme (20.8). La radioactivité () est donc donnée par
r(t) = r(0)e " .

Cherchons la demi-vie d’un élément radioactif c’est-a-dire le temps nécessaire pour
que 'élément radioactif perde la moitié¢ de sa radioactivité, notons t; 5 la demi-vie
de 1’élément radioactif. On a

T(t =+ tl/?) = %T(t)
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ce qui donne
SR
2

et donc
n2
lijg = T

Il faut remarquer que la demi-vie dépend seulement de k et ne dépend ni de 7(0) ni
du temps t considéré.

Evolution d’une population, premier modéle

Considérons une population. Les “individus” peuvent étre des hommes, des ani-
maux mais aussi des bactéries, des molécules . . ., les mots “population” et “individu”
couvrent donc ici des situations fort variées. On étudie ici ’évolution dans le temps
de Deffectif de cette population, c’est-a-dire de son nombre d’individus et on envisage
cet effectif comme une fonction du temps t. Notons p(t) l'effectif de la population
considérée. L’instant initial considéré est donné par ¢ = 0.

Dans le premier modéle, le plus simple, le seul facteur influengant I’évolution de
la population est Ueffectif total de la population. Alors, lorsqu’on prend une variation
de temps At petite que nous assimilons & une variation At infiniment petite, la
variation de la population Ap est observée comme étant simplement proportionnel
a DPeffectif total p et bien entendu a At. Alors, comme ci-dessus, on a

‘ Ap = rpAt + o(At) ‘

ol 7 est une constante (> 0 ou < 0 suivant que la population croit ou décroit). d’ou
il découle

Ap o(At)
— = = IP.
At rp+ AL rp +
En prenant la partie standard, on obtient
p =rp (20.11)

Il s’agit 1a du premier modéle d’évolution d’une population.
On est en présence d’une équation différentielle de la forme (20.8). La solution
de (20.11) est donc
p=p(0)e"" (20.12)

Evolution de la température d’un corps

Considérons un corps plongé dans un milieu dont la température est constante
et vaut Ty, ici la température du milieu extérieur est supposée ne pas étre influencée
par le corps plongé dans ce milieu et est donc constante. Etudions 1’évolution de
la température T° du corps. Considérons une variation de temps At infinitésimale.
Alors la variation AT est observée comme étant proportionnelle & la différence entre
la température T et la température Ty du milieu extérieur et bien entendu aussi a
At, on a donc

AT = r(To — T)At + o(At)
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ou r est une constante > 0. En procédant comme plus haut on obtient
T =r(To - T) .
Il s’ensuit
(T-To) =r(To - T)

qui est encore une équation de la forme (20.8). Par conséquent
T — T() = (T(O) — To)e_rt

d’ou
T =Ty + (T(0) — Tp)e "

20.5 Evolution d’une population, 2° modéle

Souvent I’évolution d’une population n’est pas simplement exponentielle, la crois-
sance ou la décroissance est limitée et subit un ajustement, c’est le cas si au second
membre de I’équation (20.12) on ajoute un terme da a des “migrations” : plus la po-
pulation augmente, plus d’individus quittent la population pour aller ailleurs, plus la
population diminue plus des individus venant de I'extérieur intégrent la population.
Un modéle fréquemment retenu est alors donné par :

p
pr=rp(l— =)

= (20.13)

ou r et K sont des constantes > 0.
Résolvons (20.13). Remarquons d’abord que p = 0 et p = K sont des solutions
de (20.13). Considérons maintenant p # 0 et p Z K . On obtient

/p(ldfp%):/rdt—i-C.

Puisque
1 1 . 1
pl-%) p K-p
on a »
1 =rt+C
ou C est une constante réelle arbitraire. Il s’ensuit
Kp_p — :l:ece’r‘t

ou e représente un réel quelconque # 0.
En conclusion, en se rappelant les solutions p = 0 (sans intérét), p = K, on a
que la solution générale de (20.13) s’écrit

KCe" KC

- 14+ Cet  CH4et

p
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ou C' est une constante réelle quelconque, de plus p = K est une solution singuliére
de (20.13).
Exprimons C en fonction de la condition initiale p(0) :

KC
0)=——
P0) =77
d’ou, si p(0) # K,
p(0)
C=—-"——.
K —p(0)
On obtient finalement Kolo
p= p(0) . (20.14)

p(0) + (K —p(0))e~"*
avec la condition p(0) # K .

Interprétation de la solution

Etudions (pour ¢ > 0) les solutions données par (20.14) autres que la solution p = 0
sans intérét. En prenant ¢ infiniment grand positif, la fraction (20.14) est le rapport
d’un réel sur un appréciable et en prenant la partie standard on trouve K, il s’ensuit

lim p(t) =K.

t—~+oo

De plus
Krp(0) (K —p(0))e” "

(p(0) + (K = p(0))e=rt)2’

d’ott p/(t) est de signe constant, a savoir le signe de (K — p(0)). Il s’ensuit :

— si K > p(0), Deffectif p(t) est strictement croissant et tend vers K,

— si K < p(0), Veffectif p(t) est strictement décroissant et tend vers K .
Ainsi lorsque p(0) # K, la population tend de fagon monotone vers son effectif
d’équilibre. Remarquons qu’alors leffectif vers lequel tend la population est indépen-
dant de Ueffectif initial p(0).

p(t) =

Que se passe-t-il, si p(0) = K ?
1l faut alors utiliser la solution singulicre p(t) = K, alors Ueffectif de la population
reste constant, cette solution est des lors appelée la solution d’équilibre et K est
Deffectif d’équilibre.

Sur la figure 20.4, dans le cas r = 0,2 et K = 10000, on a envisagé les trois
cas possibles : p(0) = 10000 (effectif constant), p(0) = 5000 (effectif croissant) et
p(0) = 15000 (effectif décroissant)

Exemple 20.4. On considére la population soumise au modeéle suivant :
P =p(l—2p), p(0)=1.
Cherchez p(t) et ensuite étudiez p(t) .

Résolution.
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15000

10000

5000

1 1 1 1 t
5 10 15 20

F1GURE 20.4: évolution d’une population, 2°modéle, les 3 cas possibles

1. On résout d’abord p’ = p(1 — 2p) . En procédant comme ci-dessus on obtient
la solution générale

B C
- 2C et
ot C est une constante arbitraire, de plus p(t) = K est une solution singuliére.

On cherche maintenant la constante C' grace a la condition initiale p(0) =1,
on doit avoir

p(t)

C

1 =
2C +1
et donc C = —1. La solution est donc
1
t) = .
p(t) = 5—

2. Etudions cette solution.

(a) Sit estig > 0, expression e~ est ip et donc p(t) = 455 d’ou st(p(t)) =
et p(t) ~ 3. On a ainsi prouvé

N[

. 1
t—lg-noo p(t) - 5 ’

Il y a donc une asymptote horizontale p =1/2.
(b) On cherche la dérivée

—t
, —e
)=
p ( ) (2 _ e_t)z Y
La dérivée p'(t) est donc < 0 et p(t) est donc strictement décroissante.

(¢) On peut maintenant tracé le graphe
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o b
1 \
e

t

(d) En conclusion, la population p(t) décroit constamment en tendant vers la

valeur % .

20.6 Equation logistique

L’équation (20.13) est un cas particulier d’une équation plus générale appelée
équation logistique, la forme générale de I’équation logistique est
y' = (b—ay)(d—cy) (20.15)

ou a, b, ¢, d sont des constantes réelles. Cette équation se résout par la méme
méthode que I’équation (20.13). On rencontre des équations de cette forme dans de
nombreuses applications. Ainsi

Exemple 20.5. Considérons une réaction chimique se présentant sous la forme

A+B—C.

Notons a, b les concentrations initiales en A, resp. B. Alors la concentration en C,
notée c(t) évolue suivant le modele suivant :

d=k(a—c)b—rc) (20.16)
ou k est une constante > 0. On suppose qu’en t = 0 la concentration en C est nulle.

Résolution. Lorsque a # b, en résolvant I’équation (20.16) et la condition initiale
¢(0) =0, on obtient

ek:(a—b)t -1
aekla=b)t _p°

Remarquons : sia < b, alors limy_, 4o ¢(t) = aet,sia > b, onalimy_, o c(t) =b.

c=ab

20.7 Evolution d’une population, 3° modéle

A titre informatif voici un troisiéme type d’évolution de population. Le modéle
décrit par (20.13) doit dans certains cas étre modifié ou amélioré, c’est le cas lorsque
I’évolution de la population est soumise en plus & un facteur “prédateur”, alors I’équa-
tion différentielle devient

p’ = rp + migration(p) + prédateurs(p) .

En voici un exemple :
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au Canada le modéle retenu pour décrire l’évolution de la population d’un ver
bien particulier s’attaquant aux bourgeons des épicéas (et faisant de lourds
dégats forestiers) est de la forme suivante

Bp?
A2 + p2

’ p
p=rp(l-5)
ot r, K, A, B sont des constantes > 0. Le terme Bp*/(A? + p?) est la
contribution “prédateur” qui s’explique ici par le fait que des oiseaux détruisent

une partie de la population des vers.
Cette équation est encore & variable séparée mais est plus difficile a résoudre (de
fagon symbolique) du fait qu’elle va faire apparaitre une primitive nettement plus

compliquée. On ne traitera pas ce cas ici.

20.8 Equations différentielles linéaires, propriétés gé-
nérales

Les équations différentielles linéaires, quel que soit leur ordre (en pratique du
premier ou du second ordre) jouissent de propriétés communes remarquables. C’est
de ces propriétés dont on traite ici.

Pour représenter les équations différentielles linéaires sous une méme forme il
est commode d’utiliser un opérateur de dérivation : un opérateur de dérivation
est une opération qui s’applique & des fonctions et qui , au moyen notamment de
lopération de dérivation notée D, transforme ces fonctions. Ainsi D + 3, 2D — 3z,
D? —1, D?> — 2D+ 1 sont des exemples d’opérateurs de dérivation qui transforment
une fonction y de la fagon suivante :

(D+3)y = 4 +3y
(2D —3z)y = 2y —3xy
(D>-1y = y'—y
(D> —zD+ 1)y = o' —ay +y

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est de la forme

[ +a(@)y = @) | (L1).

En considérant opérateur de dérivation L(x, D) défini par
L(z,D) := D + a(x) (20.17)

léquation (L;) s’écrit :
L(z, D)y = f(z). (L)

Une équation différentielle linéaire du second ordre est de la forme

[y +al@)y +b@)y = f@) | (L)
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En considérant cette fois 'opérateur
L(z, D) := D* + a(z)D + b(x) (20.18)

léquation (Ls) s’écrit alors également sous la forme (L) ci-dessus.
Soit I I'intervalle dans lequel on désire obtenir les solutions de (L) On suppose
toujours que

1. a(x), b(x) (pour le second ordre) sont continus dans I et sont a valeurs réelles,

2. f(xz) est continu dans I et f(x) est a valeurs complezes, pas nécessairement
réelles.

Ci-dessous L(z, D) désigne aussi bien l'opérateur défini par (20.17) ou (20.18),
rappelons qu’alors les équations (L1) et (Ly) s’écrivent toutes deux sous la forme
(L), autrement dit

L(z, D)y = f(z). (L)

L’opérateur L(x, D) opére de fagon linéaire sur les fonctions. En effet une vérifi-
cation élémentaire nous donne :

Théoréme 51 (Linéarité de 'opérateur).
L’opérateur L(x, D) est linéaire autrement dit

L(z,D)(\y) = AL(z, D)y (X constante),
L(z,D)(y1 + y2) = L(x, D)y1 + L(z, D)ys.
De plus
L(z,D)Rey = Re(L(x,D)y) et L(x,D)Imy = Im(L(x, D)y) .

Voila pourquoi les équations différentielles (L) et (L2) sont qualifiées de linéaires.
De 14 il va découler des propriétés importantes quant aux solutions de ces équations.

Théoréme 52 (Principe de superposition).
Si y1 est une solution de L(x, D)y = fi1(x) et si ya est une solution de L(x,D)y =
fa(x), alors

Ay est une solution de L(xz, D)y = Af1(z) (X étant une constante),
y1 + yo2 est une solution de L(xz, D)y = fi(x) + fa(x) ,
Rewys, resp. Imyy, est solution de L(x, D)y = Re f1(x), resp. de L(z, D)y = Im f1(z) .

En effet
L(x7D)(y1 +y2) = L(va)yl + L(va)y2 = fl(x) + fg(l')

et
L(z,D)Rey = Re(L(x, D)y) = Re f(z) .
L’équation
L(z,D)y =0 (H)
est appelée I'équation homogéne associée a (L) . Comme on va le voir cette équa-
tion joue un role fondamental. Remarquons : la somme de deux solutions de (H) est
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solution de (H) et si on multiplie une solution de (H) par une constante on a encore
une solution de (H) , par conséquent : les solutions I’équation homogéne forment un
espace vectoriel (sur R ou sur C suivant qu’on prend les solutions & valeurs réelles
ou a valeurs complexes).

La structure des solutions des équations différentielles linéaires est régie par le
résultat suivant :

Théoréme 53 (Structure de la solution générale).
Soient

yn la solution générale de L(z,D)y =0,

yp une solution particuliere de L(xz, D)y = f(x).
Alors

Yn + yp est la solution générale de L(xz, D)y = f(x).

Démonstration.
1. D’aprés le théoréme 52 , toute solution de la forme y;, + y, est solution de

L(z,D)y = f(x).

2. Soit y; une solution particuliere de L(z, D)y = f(x). En appliquant le théoréme
52, nous voyons que y; — ¥y, est une solution de L(x, D)y = 0. Par conséquent y1 —y,
se met donc sous la forme y, , d’olt y; se met sous la forme y;, + yy,. O

De 1a découle la méthode pour chercher la solution générale de (L), elle comporte
trois étapes :

1. la recherche de la solution générale y;, de (H),
2. la recherche d’une solution particuliére y, de (L),

3. la conclusion : y, + vy, est alors la solution générale de (L).

20.9 Equations différentielles linéaires du premier
ordre

L’équation différentielle considérée est

[V +al@)y = f@) | (L)

Rappelons que a(z), f(x) sont continus dans un intervalle I et que a(x) est néces-
sairement a valeurs réelles.
Voyons d’abord comment chercher la solution générale de I’équation homogéne

|V +al@y=0| (H)

et ensuite comment chercher une solution particuliére de (L).
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Recherche de la solution générale de (H)
Notation. Convenons de désigner par fp f(x)dx une primitive de f(x) choisie par

I'utilisateur, dans fp f(x)dz on ne retrouve donc aucune constante arbitraire.

Théoréme 54 (Solution générale de 1’équation homogéne).

Posons .
U)(ZC) — e J, a(z)dz

Alors
— w(x) est une solution particuliere dans I de (H) et w(z) # 0 pour tout x € I.
— la solution générale y;, de (H) dans I s’écrit

yn = Cw(z)

autrement dit

yn = Ce™ fp a(x)dz ]

ot C' est une constante arbitraire (réelle ou complexe suivant qu’on cherche
la solution générale & valeurs réelles ou complexes)

Démonstration. Cherchons d’abord la solution générale dans I a valeurs réelles.
Remarquons que y = 0 est une solution particuliére de (H). Envisageons le cas y Z 0.
Nous avons :

v +alx)y=0 ssi vo_ —a(x)
ssi Inly| ~ —/a(x)dx

ssi Inly| = —/a(x)dx—i—C
P

. —f d
ssi y=+e" e [, atw)de
ot C' est une constante réelle quelconque. L’expression +e€ représente une constante
arbitraire C; non nulle, par conséquent

y +a(z)y =0ssiy=Crw(x) .

Il faut remarquer que la primitive de a(z) existe dans I car a(z) est continu dans
I, de plus la solution y est # 0, par conséquent on peut ci-dessus diviser par y; la
solution y obtenue est donc valable dans Iintervalle I tout entier.

En nous rappelant la solution y = 0, on a que la solution générale de (H) est
y = Cw(x) avec C constante réelle quelconque.

Pour obtenir la solution générale & valeurs complexes de (H), notée par exemple
Y5, on remarque que que la partie réelle et la partie imaginaire de yj, sont solutions
de (H) a valeurs réelles, d’ou

vy (z) = Chw(z) + iCow(z) = (C1 +iC2)w(x)

ou C1, Cy sont des constantes réelles quelconques. O
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Remarquons :

1. le résultat ci-dessus généralise la formule (20.10) qui donnait la solution gé-
nérale de vy’ —ay = 0.

2. lespace vectoriel des solutions de (H) est un espace vectoriel de dimension 1
puisque toutes les solutions de (H) sont multiples de w(z) .

Recherche d’ une solution particuliére de (L)

Soit w la solution particuliére de (H) trouvée ci-dessus. On pose y = w - u et on
cherche u pour que y soit solution de (L) . En remplagant dans (L), on obtient

wu' + v (w' + alx)w) = f(z)

—_———
=0
d’ot, puisque w(zx) # 0 dans I
v f@
w(z)

f(x)

w(z)

la fraction est continue dans I et admet donc une primitive dans I. Il suffit

donc de choisir pour u une primitive particuliére de %, autrement dit

[
p w(T)
Pour obtenir y, solution particuliere de (L) dans I on prend

Yp =W - U .

Conclusions

Ainsi on peut chercher une solution particuliére de 1’équation (L) dans I. En
ajoutant cette solution particuliére & la solution générale de I’équation homogéne
(également valable dans I), on obtiendra la solution générale de 1’équation (L) va-
lable dans I'intervalle I tout entier. Remarquons qu’il n’y a pas ici de solution singu-
liere. On sait que la constante arbitraire peut s’exprimer au moyen d’une condition
initiale, précisons comment cette condition initiale peut étre choisie.

Théoréme 55. Pour tout xo € I et tout réel yg, il existe UNE et UNE SEULE
solution de (L) dans I tel que
y(wo) = yo.

Par conséquent par tout point du plan dont l’abscisse est dans I il passe une et une
seule trajectoire-solution de (L) .
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Démonstration. Soient zg € I et yo € R. Soit y, une solution particuliére de (L)
valable dans /. La solution générale de (L) est :

y=Cw+yp.

La condition nécessaire et suffisante pour obtenir une solution de (L) vérifiant
y(zo) = yo est donc de choisir C' tel que

yo = Cw(xo) + yp(xo).
Puisque w(zg) # 0 il y a un et un seul choix possible pour C. O
Exemple 20.6. Résolvons dans 0,400
2%y — 2zy = 323 (20.19)

Résolution. Ramenons-nous & la forme d’une équation linéaire :

2
y — Y =3z
x
On considére ’équation linéaire associée
2
y -2 =0 (20.20)
x

1) Recherchons la solution générale y;, de (20.20) :

yn = Cefp 2dx _ 0621n|m| _ Celnz2 = O22
et w(z) = 22.
2) Recherchons une solution particuliére de (20.19).
Posons y = uw. Remplagons dans (20.19), nous avons

2
ww +u(w' — _w) =3z
T
=0

puisque w est solution de (20.20). D’ou
, 3
u=—.
x

Prenons v = 31Inz et ainsi
yp =32 Inx .

3) La solution générale y, de (20.19) est donnée par
yy = Ca® + 32%Inz

C étant une constante arbitraire réelle.
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FIGURE 20.5: Tllustration du théoréme 53 dans le cas de (20.19)

Illustration graphique :
Soit y; la solution particuliére de (20.19) vérifiant la condition initiale y;(1) = 1,
pour obtenir cette solution particuliére il faut prendre C' = 1. Sur la figure 20.5, on a
tracé la trajectoire solution G correspondant & 1, remarquons que cette courbe est
obtenue en superposant la parabole G}, d’équation y = 22 (c’est-a-dire le graphe de
la solution de I’équation homogéne correspondant & C' = 1) et la trajectoire-solution
G, correspondant & la solution particuliére y,.

Si maintenant on fait varier la constante C, la parabole G} va bouger et par
conséquent la trajectoire-solution G va également se déplacer.

Exemple 20.7. Cherchons dans | — 1,1[ la solution générale de

L y=Vi-z. (20.21)
xr

’
y+1_

Reésolution. On considére ’équation homogéne

Y+ y=0. (20.22)

1— 22

1) Recherchons la solution générale de (20.22) :

g = Ce™ b =T _ Cedma=st) _ 0T 42

d'ot w(z) =v1—22.
2) Recherchons une solution particuliére de (20.21).
Posons y, = uw. Remplagons dans (20.21), nous obtenons :

! / —
w'w + u (w —i—l_wa)— 1—x,

~—_——
=0
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1
Vitz

Prenons u = 2v/1 4+ x et nous obtenons ainsi y, = 2(1 + z)v/1 — .
3) La solution générale y, de (20.21) dans | — 1, 1] s’écrit donc :

Yg=CvV1l-—z>+2(1+a)Vl—=x (20.23)

ou C est une constante arbitraire.

u =

<

FIGURE 20.6: graphes de solutions particulieres de (20.21) pour C =
-3,-2,-1,0,1,2,3

Tllustrons cet exemple sur la figure 20.6 : on y fait varier la constante arbitraire
C en prenant C' = —3,—-2,—1,0,1,2,3, les graphes des solutions particuliéres ainsi
obtenues s’échelonnent alors du bas vers le haut.

Complétons cet exemple en cherchant la solution particuliere de (20.21) dont le
graphe passe par le point (0,1). En utilisant (20.23) on obtient 1 = C' + 2 d’ou
C = —1, la solution particuliére cherchée s’écrit donc

y=—-V1i-a224+2(1+2)V1—2a.

20.10 Application a un circuit électrique RL

Considérons un circuit électrique RL, il est composé d’une résistance de R ohms,
d’une inductance de L henrys, et d’une source électrique E(t) = Eycoswt (volts).
Etudions U'intensité I(t) circulant dans le circuit. On sait que I(t) répond a I’équation

L(jl—i + RI = Eycoswt .
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C eSt—a—dlre
— + —I = —— COS wt . 2().24

Résolvons cette équation différentielle linéaire du premier ordre. La solution générale
I}, de I’équation homogéne associée est

Ih = C’e_%t .

Soit w(t) := e~ z'. Cherchons I,, une solution particuliére de (20.24). Cherchons
d’abord une solution particuliére I; de

Al R. E, .,
O B0 e 20.2
T (20.25)

Posons I; = wv et cherchons v en remplagant dans (20.25) on obtient

" @e(%ﬂ‘w)t

YT

et on peut donc prendre

v Eo (T Hiw)t

T Rt iwl
Par conséquent
FEy .
I = ———¢™t 20.26
"TRyiwL” (20.26)
On sait que
Ip = Re Il s

pour chercher cette partie réelle on pourrait procéder de fagon habituelle et on

obtiendrait ainsi
Ey

T RPT WL
Afin de mieux faire apparaitre la signification physique, procédons autrement en
utilisant Iimpédance (complexe) Z définie par

I, (Rcoswt +wLsinwt) .

Z =R+ L.

Remarquons
|Z] = V R? + w?L?

et notons § 'argument de Z, autrement dit
Z =|Z|e" .

Il s’ensuit 5 i
I, = =0 —if giwt _ 0 i(wt—95)
Z| 1Z|

et donc

E
I, = ﬁ cos(wt — 9) .
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Ainsi la solution générale I(t) de (20.24) s’écrit

E
I=1I+1,= Ce Tt 4 ‘—Zo‘cos(wt —9).
Le courant circulant dans le circuit se présente donc comme la superposition de deux
courants d’intensité respective Iy, (t), I,(t). Remarquons que

lim Ih (t) =0 5
t—+oo

alors que I,(t) est périodique. Par conséquent & partir d’un certain temps t; le
courant d’intensité Iy (t) sera négligeable par rapport au courant d’intensité I,(t),
aussi le courant d’intensité Iy, () est appelé un courant transitoire. Remarquons que
le temps a partir duquel le courant transitoire est négligeable dépend du rapport %,
plus ce rapport est grand , plus vite le courant transitoire sera négligeable.

Observons le courant d’intensité I,(t), nous voyons :

— son amplitude est |E7°‘ ,

— sa fréquence est la méme que la source électrique F(t),

— par rapport a E(t), I,,(t) est soumis & un déphasage —9.

On peut bien entendu exprimer la constante C' au moyen de la condition initiale,
on obtient alors

20.11 Equations différentielles de Bernoulli

Il s’agit des équations différentielles de la forme

[V +al@)y = )" | (B)

ol

— a(x), f(x) sont des fonctions continues dans un intervalle T ,

— f(z) £0 dans I,

— «a est un réel # 0 et # 1.
On va voir qu'on peut transformer ces équations non linéaires en des équations
linéaires.

Pour ce faire I'idée est de diviser I’équation initiale par y®. Au préalable on
envisage ce qui se passe si y = 0 car a priori cela pourrait donner une solution.
Ensuite, on envisage le cas y # 0, alors on obtient

Yy +alx)y T = f(a),

on pose

et (B) devient
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y c=-3 Y c=-2
150 80
60
100
40
50 20
X X
ro.s 1 1.5 2 2.5 3 5 1 1.5 2 2.5 3
50 -20
- 40
-100 60
y c=-1 y c=0
30
40 20
ZOU 10
X X
0 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1.5 2 2.5 3
-20 -10
-40 -20
y c1 Y c=2
15 10
10
5
5
05 1 555 3¢ 05 1 1.5 55 3
-5
-5
-10

FIGURE 20.7: Graphes de solutions de ’équation (20.27) correspondant a C =
~3,-2,-1,0,1,2

qui est une équation linéaire. On doit alors résoudre (Lpg) et chercher ensuite y au
moyen de ().

Exemple 20.8. Cherchons la solution générale dans |0,4o00[ de
1
Y+ ~y= y? (2% + 1) . (20.27)

Résolution. Travaillons dans ]0, +oo].
1) y = 0 est une solution particuliére de (20.27).
2) Soit y # 0. L’équation (20.27) devient
/
1
y_2 +—=2+1
) Yy

1
Posons © = —. On obtient
Y

1
u — —u=—(2?+1). (20.28)
€T
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3) Cherchons la solution générale u;, de

1
uW—=u=0. (20.29)
z

On obtient

uh:CefP%dz:C’\x|:Cx

et on pose w(z) = x.
4) Recherchons une solution particuliere u, de (20.28). Posons u, = w.v. En rem-
plagant dans (20.28) nous avons

1
vVw o (w — —w) = —(2% + 1)

x
———
=0
d’ou
, (2 +1) 1
v = — = —r — —
x x
Nous pouvons prendre
22
v = -5~ Inz,
Ainsi
a3 |
U, =———2xlnx.
P 2

5) La solution générale u, de (20.28) est donnée par

3
ug:C’x—%—xlnx

La solution générale y, de (20.27) s’écrit donc

1

3
Cr— %5 —zlnzx

Yg =

ou C est une constante arbitraire. De plus y = 0 est une solution singuliére de
(20.27).

Hllustration graphique : sur la figure 20.7, on a représenté les graphes des solutions
particulieres de (20.27) correspondant & C' = —3, -2, —1,0,1, 2.
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20.12 Exercices

1. Chercher la solution générale des équations différentielles suivantes , chercher
une solution particuliére vérifiant les conditions indiquées.

Equation Cond. initiale
)y =-y
2) oy =(2%—-1)e Y
3) Y =ay’
4) Yy =uzy y(0) =1
5) y'sinz =y dans]0, 7| y(5) =2
6) ¢y +e'y=0
7 y—lny' =0 y'(0)=1
8) Y —ay=2a? y(0) =0
9) Yy —%L=2? dans]0,+o0|
10) a2y’ — 2y + 2 =0 dans |0, 400
11) (1 —2?)y —2zy =2% dans |1, +o0]

)
)
12) \/1+x2y’—y
13) y’+ e :\/ 2—-1 dans]l,+o0]
14) y +2 =4
15) o + s =38
16) o —2y=(xr—1)e**+2
17) a2y’ +y=19y*Inz dans |0, +oo]
18) v +y—a2?y?=0
19) ¢ — 2L =(z+1)°
20) Y +2y=22>-3x+5
21) oy +3y=e*
22) y'+ty=uaxe” y(1) =1
23) ay —4y—a2*/y=0 dans |0, +oo
24) y'—my:ez(l—:ﬂ) dans |1, +o0[ | y(2) =0

2. On considére : 3y’ —y=¢€" (1).
a) Représenter les graphes correspondant aux solutions de (1),
b) chercher une solution particuliére y; de (1) admettant un extrémum local
pour z = 3,
¢) chercher la solution dont le graphe passe par le point (1,1).
3. La concentration c¢(t) d’une solution évolue comme suit

d=3(c—1)(c—2) ¢(0)=0.

Etudier I’évolution de la concentration ¢(t) pour ¢ > 0. Etudier la solution
obtenue et tracer son graphe.

4. Etudier I’évolution de la population p(¢) soumise au modéle suivant



Chapitre 21

Equations différentielles
linéaires du second ordre

Dans ce chapitre on va étudier les équations différentielles linéaires du second
ordre ; comme on ’a déja dit, il s’agit des équations différentielles de la forme

[y +ale)y +b(2)y = f(2)] (21.1)

ou
a(z), b(z) et f(x) sont continues dans un intervalle I,

a(x) et b(x) sont a valeurs réelles et f(x) a valeurs complexes (pouvant bien
entendu étre réelles).

Au chapitre précédent on a obtenu des résultats généraux & propos des équations
différentielles linéaires, nous allons bien entendu les appliquer. Par conséquent, pour
obtenir la solution générale de (21.1), il faut :

1. Chercher la solution générale de I’équation homogéne
y" 4+ a(x)y +blx)y =0.

On se limitera ici & un cas particulier trés important : les équations
différentielles linéaires a coefficients constants, alors les coefficients
a(z) et b(x) sont des constantes réelles.

2. Chercher une solution particuliére de (21.1).

La nous verrons deux méthodes :

— une méthode générale, la Méthode par variation de constantes, tou-
jours applicable ...pour autant qu’on puisse calculer les primitives ren-
contrées ;

— la Méthode des coefficients indéterminés, méthode trés simple qui
nécessite que les coefficients a(x), b(z) soient constants mais aussi que le
second membre f(z) soit de forme d’une exponentielle-polynéme ou d’un
polynome (ou du moins puisse s’y ramener).

265
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21.1 Equations linéaires homogénes du 2°¢ ordre a
coefficients constants

Il s’agit donc des équations de la forme

[y +ay +by=0] (H)

ol a et b sont des constantes réelles. Ici il n’y a pas de condition sur x et on travaille
donc dans R tout entier.
Notons L(D) l'opérateur de dérivation

D?*+aD +0,

léquation (H) s’écrit
L(D)y=0.
Cherchons la solution générale yy, de (H).
On appelle polynéme caractéristique associ¢ a L(D) le trinome du second
degré
L(z)=2>+az+b.

Les racines de L(z) vont étre déterminantes dans la résolution de 1’équation homo-
géne. Trois cas peuvent se présenter, dans chacun de ces cas on définit deux fonctions
w1y et wo comme suit :
— a? —4b > 0: L(z) a deux racines réelles distinctes notées a et 3; on
pose

wi(z) =e et wy(z) := P

— a?>—4b=0: L(z) a une racine double réelle notée a; on pose

‘wl(az) =€ et wo(x):=x-e*” ‘

— a?>—4b < 0: L(z) a deux racines non réelles distinctes et conjuguées
notées v + i et v —i0 (y et O étant réels) ; on pose

‘wl(x) :=e"coslr et wo(x) =" sinbx ‘

Dans chacun de ces trois cas, les fonctions wy, we ne sont pas multiples 'une de
Uautre et sont donc linéairement indépendantes (rappelons : deux fonctions yi, yo
sont linéairement indépendantes lorsqu’on ne peut trouver des constantes A1, A\ non
toutes deux nulles telles que A\1y; + Aay2 =0).

Pour établir le résultat donnant la solution générale de (H), on a besoin d’étendre
un résultat vu précédemment. On sait que si ag est une constante réelle la solution
générale de y' —apgy = 0 est y = Ce®*. Montrons qu’il en est de méme si la constante
réelle est ag est remplacé par un complexe zg. Soit zg = ag+ibg un nombre complexe
(ag, by réels). Cherchons la solution générale de

Y —z20y=0. (21.2)
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Posons u = e~ "%y et remplagons dans (21.2), puisque y’ = ibge’*0%u 4 €%/ | on
obtient ' ' '
iboe™oy 4 etoTy! — (ap + ibo)e’bowu =0

c’est-a-dire
e (u' — agu) = 0

d’ou
uw —agu=20.

La solution générale de cette équation est u = Ce®®. Par conséquent la solution
générale de (21.2) s’écrit

y = Ceaozeiboz — Ce(ao-l-ibo)m ;

c’est-a-dire
y = Ce™" .

Théoréme 56 (Solution générale de 1’équation homogéne).
La solution générale yy, de L(D)y =0 dans R s’écrit

)

‘yh = Ciw; + Cowy

Cy et Cy étant des constantes arbitraires (réelles ou complexes suivant qu’on cherche
la solution générale yp a valeurs réelles ou complezes).

Démonstration. Notons « et 3 les racines du polynoéme caractéristique et lorsque
le polynéme caractéristique a une racine de multiplicié 2, posons o = 3. Nous avons

(D=a)(D=By=(D—-a)y —By) =y" —(a+B)y +aBy=y"+ay +by
puisque a + 8 = —a et af = b. Par conséquent
LD)y = (D —a)(D - Py .
Appliquons cela pour résoudre (H).

LD)y=0 ssi (D—a)u=0 e (D—PBy=u
ssi (D — By = Cre*® (21.3)

ol (] est une constante arbitraire.

Résolvons maintenant (21.3) en appliquant la méthode habituelle de résolution
d’une équation linéaire du premier ordre. Une deuxiéme constante arbitraire apparait
dans la solution de I’équation homogéne (D — B)y = 0 et, en posant w = @ et
Yy = wu, nous obtenons

w-u = Ce*®

d’otr
u' = CrelaPe

Deux cas se présentent :
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1. Si =3, on prend u = Ciz d’ou

yp = Coe™® + Croe” | (21.4)
c-a-d le formule annoncée.
2. Si a# 3, on prend
— ie(a—ﬁ)m
a—p3
d’ou o
yn = CaeP + L gox
a—_3
et donc
yn = C2e™ + C3e®” (21.5)

ou Cj3 est la constante arbitraire = acllﬁ.

Si on cherche la solution y; & valeurs complexes, on prend des constantes arbi-
traires complexes. Si on cherche la solution y; a valeurs réelles, on voudrait que les
constantes soient réelles, c’est bien le cas lorsque les racines «, 8 sont réelles car
alors e®® et e* sont & valeurs réelles. Mais il n’en est pas ainsi si les o et 5 ne sont
pas réelles! Envisageons maintenant ce cas et essayons de mettre y, sous une autre
forme de telle sorte les solutions y;, réelles correspondent & des constantes arbitraires
réelles. Forcément «, 3 sont des complexes conjugués et nous avons noté o = y + 6
et 8 =+ —if. En développant (21.5), on a

yn = (C1 4+ Ca)e?* cos Oz + i(Cy — Co)e sin Oz

d’ou
yn = C1e7" cos Oz + Che?* sin bz . (21.6)
Le systéme
C1 + Oy = Ci
iCy —iCy = C}

relie les constantes Cy, Cy aux constantes C7, C4 ; dés lors si Cy, Cy sont des

complexes quelconques, Cf et C) sont aussi des complexes quelconques. De plus si
Cf et C4 sont réels, la solution y;, est réelle; réciproquement si

C1e"” cos Oz + Che ™ sin Oz

est réel, alors
(Im C})e"™ cos Oz + (Im C4)e?* sinfx = 0

d’out Im Cf = Im €% = 0, autrement dit C}, C4 sont réels. Si a et 5 sont non réels,
on utilise donc la forme (21.6) plutot que la forme (21.5). a

Remarquons que la solution générale y;, dépend de deux constantes arbitraires,
en fait il en est ainsi pour toutes les équations différentielles du second ordre.

Puisque les fonctions w; et wo sont linéairement indépendantes, du théoréme
ci-dessus il découle :
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L’ensemble des solutions de l’équation homogéne est un espace vectoriel de dimension
2 sur R ou sur C suivant qu’on considére les solutions a valeurs réelles ou a valeurs
complezes. Les deux fonctions wy, wa forment une base de cet espace vectoriel.

Dans le tableau suivant on a envisagé trois exemples :

Equation Racines du pol. car. Solution générale
y” + y' — 2y —2etl Yn = Cie®” + 026_296
y' =2y +y 1 rac. double yp = Crze* + Coe®
y" — 2y + 5y 1—2iet1+2i yp, = Cre” cos 2x 4+ Cae® sin 2x

On voit également que les fonctions trigonométriques et hyperboliques sont solu-
tions d’équations différentielles trés simples. Considérons I’équation

y' +y=0. (21.7)

Le polynéme caractéristique est z2 4+ 1 et ses racines sont donc i, par conséquent
la solution générale de (21.7) s’écrit

y=Cicosx+ Cysinx

ainsi cosz, sinz sont des solutions particuliéres de (21.7) et méme constituent une
base de I’espace vectoriel formé par toutes les solutions de (21.7).
De méme considérons I’équation

y' —y=0. (21.8)

Le polynéme caractéristique est 22 — 1 et ses racines sont donc +1, par conséquent
la solution générale de (21.7) s’écrit

y=Cre” + Coe™" |

en prenant C7 = Cy = % on obtient chz et en prenant Cy, = —Cs = % on obtient
shz. Les fonctions chx et shz sont évidemmment linéairement indépendantes et
Pespace vectoriel des solutions de (21.8) est un espace vectoriel de dimension 2, par
conséquent ch z et sh x forment aussi une base de cet espace vectoriel et on peut dire

que la solution générale de (21.8) s’écrit aussi
y=Cichx+ Cyshx .

Ce qu’on vient de remarquer pour ’équation différentielle (21.8) s’étend & I’équation
homogeéne générale (H), on obtient ainsi :

Théoréme 57. Siy; et yo sont deux solutions de l’équation homogéne (H) linéai-
rement indépendantes, alors la solution générale de (H) est Chryr + Caya ot Cy et
Cy sont deux constantes arbitraires.

On peut caractériser le fait que deux solutions de 1’équation homogéne soient
linéairement indépendantes au moyen de I'expression suivante appelée wronskien :
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Définition. Le wronskien associé a y1 et ya est le déterminant

’yl Y2
Y Yo

Proposition 58. Le Wronskien associé a wy et wo est toujours non nul.

En effet, envisageons le cas ou le polynéme caractéristique a deux racines réelles
distinctes, alors le wronskien de w; et wy est (8 —a)e(®tA)? qui est # 0. On procéde
de la méme fagon dans les deux autres cas.

Généralisons le résultat ci-dessus :

Proposition 59. Soient y; et yo deuz solutions de l’équation homogene (H). Alors
les solutions y1 et ya sont linéairement indépendantes si et seulement si le wronskien
de y1, y2 est # 0 pour tout x .

Démonstration. Soient y; = Ciw; + Cows et yo = Diwy + Dows des solutions de
I’équation homogene (H). Alors

Yyr Y2 w2 W2
+ CsD
vk 01t 3

1
= C1D{|
2 Wy

w
wy

w1
/
1

w1 w2
+C1 Do ‘ ; ;
w 2

wo W1
+ Cy Dy ‘ ; /
w 1

1 2
wy w2
/ /

= (CiDy — CyDn) wl

Puisque le wronskien de w; et ws est toujours non nul, le wronskien de y; et ys
s’annule ssi C1 Dy —Cy Dy = 0, autrement dit ssi C, Cs sont proportionnels & D1, Do
c’est-a-dire ssi y1 et yo sont linéairements dépendantes. O

Envisageons le cas ol le polynéme caractéristique n’a pas de racine réelle et
mettons alors la solution générale de (H) sous une autre forme intéressante.

Théoréme 60. Si le polynome caractéristique a deux racines complexes conjuguées
distinctes y+1i0 et v—i6, alors la solution générale y, de (H) a valeurs réelles s’écrit

‘ yn = AeV"sin(0z + ) ‘

ot A est une constante arbitraire > 0 (appelée Uamplitude) et ¢ est une constante
arbitraire (appelée la phase) prise dans | — m, 7] .

Démonstration. On sait que

yn = Cre7* cosOx + Coe?* sinfx .

A=,/C?+ (3,

et prenons pour ¢ l'argument du point (Cy, Cy) mesuré par exemple dans | — m, 7] .
(Cq, Cy) est un point quelconque du plan, par conséquent A représente une constante
quelconque > 0 et ¢ une constante quelconque de | — 7, w]. Nous avons

Posons

C1=Asinp et Cy=Acosy
d’ou
yn = AeV*(cosfrsinp + sinbxcosp) = Ae?sin(0x + ¢) .
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- 14

FIGURE 21.1: Graphe de e~*/®sin 2z et de e=*/%sin(2z + 5)

Plagons-nous encore dans les conditions du résultat précédent. En posant
t =z + ¥, la forme de y;, trouvée ci-dessus devient

yn = Ae~ 7 ' sin Ot = Ke* sin 0t

ou K est un réel quelconque > 0. Par conséquent les graphes des solutions yp
s’obtiennent au départ du seul graphe de

€7 sin Ox
en appliquant une translation parallélement a ox et une affinité dans la direction de
oy. Sur la figure 21.1 on a tracé les graphe de e=*/sin 2z et de e~*/% sin(2x + 7).
21.2 Meéthode par “variation de constantes”
Considérons 1’équation différentielle
y'tay +by=f(x) (L)

ot f(x) est continue dans I . Supposons que y; et yo soient deux solutions de ’équa-
tion homogéne (H) linéairement indépendantes.

Désignons par u; et us deux fonctions vérifiant le systéme

Ui -y + uz-y2 = 0
21.9
{y toweg = f@) (21.9)
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Notons W le wronskien de y1, yo2 ; vu la propriété 59, on a W(z) # 0 pour tout x
dans I . Pour tout x € I, ce systéme a donc une et seule solution u (), uz(z) donnée

par
—f Y2 [
w w

Par conséquent les fonctions wu , uy sont non seulement définies dans I mais aussi
continues dans I.

up = et Ug =

Théoréme 61. Soient uq et us les solutions du systéeme (21.9). Alors la fonction

(/pm( 2)dr) -y + /u )dz) -y

est une solution particuliere de (L) dans I.

Démonstration. Posons

/u1 Ydx) -1 + /ug
p

En utilisant (21.9), on obtient :

/

Yy =

</p )l /
o= / w1 (2)da) - / ur(z)dz) -yl + f |

up(x)dx ug(w

Par conséquent

— / wr(2)de)(L(D)n) + ( / us () de)(L(D)ya) + 1

d’ot, puisque y; et y2 sont ses solutions particuliéres de I’équation homogéne,

L(D)yp = f -
O
Exemple 21.1. Résolvons dans | — 7/2, /2] l’équation
y' +y=tga (21.10)
Résolution. 1) Recherchons la solution générale y;, de
y' +y=0. (21.11)

Le polyndéme caractéristique est 22 + 1, ses racines sont donc i et—i, d’ot

yp = Crcosx + Caysinx
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FIGURE 21.2: de haut en bas des trajectoires-solutions relatives a yy , vy, et y, de
(21.10)

C4 et Cy étant deux constantes arbitraires. On a :
yi(z) =cosz et yolx) =sinz.

2) Recherchons une solution particuliére de (21.10).
Le systéme (21.9) s’écrit :

U1 COST + Ug SIin T =0
—upsinx +ugcosxr =tgx,
d’ou )
. sin” x
Uy =sinzxr et wup =— .
cos T

Nous avons :
1. 1-—sinx

c)dx ~ — ¢ et r) ~ si —In— .
/UQ(.T) x cosx e /ul(r) Slnx—|—2 o P
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Par conséquent on prend comme solution particuliére de (21.10)

(si +11 1—sinx) +( )i
sinz + —Iln—)cosx —cosx)sine
2 1+sinx

1 —sinx

Yp

(cosx)In

1
2 1+sinz

3) La solution générale yg de (21.10) s’écrit

1 1 —sinx
= (' cos Oy si —(cosz)In ——— .
Yg 1 cosx + gsmx+2(005x) I
ol C; et Cq sont des constantes arbitraires.
Remarquons
1. 1—sinz 1 ‘t(ﬂ' I)‘
—In—=1In —— ).
2 " 11 sinz AV

Sur la figure 21.2 on a successivement représenté de haut en bas les 4 trajectoires-
solutions relatives & y, pour C; = 0,1 et Co = 0,1, la trajectoire-solution relative &
yp et les 4 trajectoires-solutions de y, obtenues par superposition.

21.3 Existence et unicité de la solution

La solution de y; de I'équation homogeéne est valable dans R et la solution ¥,
que nous venons de trouver est valable dans I. Nous pouvons donc chercher la
solution générale de (L) dans I tout entier. Puisque y;, dépend de deux constantes
arbitraires, la solution générale y, dépend aussi de deux constantes arbitraires et
pour déterminer complétement une solution de (L) il faut donc lui imposer deux
conditions supplémentaires. I faudra donc donner ici deux conditions initiales qui
généralement sont de la forme suivante

y@o)=v0 .,  ¥(x0) =10

ou g, Yo, Vo sont fixés. Remarquons que cette double condition consiste & imposer
a la trajectoire-solution de passer par le point (z,yo) et d’avoir en ce point une
tangente dont le coefficient angulaire vaut vy .

Théoréme 62 (Existence et unicité de la solution).
Soit I intervalle. Alors pour tout xq € I et pour tous réels yo , vg il existe une et
une seule solution y de (L) dans I telle que

y(wo) =yo et y'(zo) =vo .

Par conséquent par tout point po du plan dont l’abscisse est dans I et pour toute
droite d non verticale passant par pg, il existe une et une seule trajectoire-solution
de (L) qui passe par po et qui soit tangente & d en pg .

Démonstration. La solution générale y, de (L) s’écrit

yg = Crwy + Cowa + yp
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Les deux conditions initiales du théoréme sont satisfaites si et seulement si on choisit
les constantes C et Cy vérifiant le systéme

Crwi(zo) + Cowa(zo0) + yp(r0) = yo
Crw (zo) + Cowy(x0) + yp(z0) =0 -

Puisque le wronskien de w; et ws est toujours non nul, nous savons que le systéme
ci-dessus a une et seule solution (C4, Cy), d’ou la conclusion du théoréme. ad

21.4 Meéthode des coefficients indéterminés

La méthode des coefficients indéterminés nécessite que le second membre
f(x) ait une forme bien particuliére mais aussi trés fréquente : le second membre de
(L) doit étre un polynéme ou une exponentielle-polynéme, autrement dit on suppose

| f(@) =" - P()]

ou
2o est un nombre complexe et P(z) est un polynéme.

Si zg = 0, le second membre f(x) se réduit donc au polynome P(z). La méthode
qui va suivre est particuliérement simple et ne nécessite le calcul d’aucune primitive.
Elle se base sur le résultat suivant :

Théoréme 63. L’équation (L) a une solution particuliére de la forme

0T | Q(ZE) 'ZEt

ot Q(x) est un polynome de méme degré que P(x) et ou
— t =0 si z9 nest pas racine du polynome caractéristique,
— t =1 si 2y est une racine simple du polynome caractéristique,
— t =2 st zg est une racine double du polyndme caractéristique.

Démonstration. Appliquons la Méthode par variation de constantes. A titre
d’exemple, envisageons le cas oil le polynéme caractéristique a deux racines réelles
distinctes o et 3. Soit p le degré de P(z). Alors wy(z) = e*® et wo(x) = 77 La
résolution de
u1e™® + ugel” = 0

{ Uy e + upBeP = T P(z)
donne
Le(zo—ﬁ)mp(x) et w = 1
B—a YT a5

Envisageons les deux cas possibles.

Uy = ez p(gy

1. zo differe de v et (5.
Les fonctions wuy, us étant des exponentielles-polynomes, il existe une primitive de
u1 , resp. de ug , qui soit de la forme e(*0=®%Q (x), resp. e(*0=A*Qy(z), ou Q1 (),
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Q2(z) sont des polynémes de degré p. En remplacant dans la formule donnant y,
on obtient

yp = €*"(Q1(x) + Q2(x))

ot Q1(z) + Q2(x) est un polynome de degré < p. Puisque dans I’équation (L) le
membre de droite contient un polynome de degré p, il faut trouver dans le membre
de gauche des monomes de degré p, par conséquent le degré de Q1 (z) + Q2(z) doit
étre p.

2. zg est une racine du polynéme caractéristique, par exemple zg = .
us étant une exponentielle-polynéme a une primitive de la forme e(ZO_ﬁ)le(x) ol
Q1(x) est un polynome de degré p, soit a le terme indépendant de ce polynome.
La fonction u; est un polyndéme de degré p, on peut donc choisir comme primitive
de u; un polynéome Q2(x) de degré p 4+ 1 dont le terme indépendant vaut —a. En
remplacant dans la formule donnant g, on obtient

yp = €*°"(Q1(x) + Q2(x))

ot Q1(z) + Q2(x) est un polynome de degré p + 1 de terme indépendant nul.
Q1(x)+ Q2(x) se met donc sous la forme x Q3(z) ou Q3(x) est un polynome de degré
p, d’out

yp = €% Q3(x) .

La Méthode des coefficients indéterminés consiste donc

a poser une solution particuliere y, en appliquant le théoréme ci-dessus, les
coefficients de ce polynome étant indéterminés. On détermine ensuite ces coef-
ficients en remplagant dans l’équation (L).

Exemple 21.2. Résolvons dans R

1"

vy = (x4 1) . (21.12)
Résolution. 1) Recherchons la solution générale y;, de
v +y =0. (21.13)

Puisque L(z) = 22 + z, les racines du polynéme caractéristique sont 0 et—1. Par
conséquent
yn = C1 + Cre™™

C4 et Oy étant des constantes arbitraires.
2) Recherchons une solution particuliére y, de (21.12).
On pose

yp = **(Az + B) .



21.4. Méthode des coefficients indéterminés 277

En remplacant dans (21.12) on obtient
e**(6Ax + 6B +5A) = e*"(x + 1) .

) . _ 1 _ 1 [N
Il s’ensuit A= g et B = 55, d’ou

1
e* (62 +1) .

yp:%

3) La solution générale y, de (21.12) s’écrit donc
—x 1 2x
yg = C1 + Cae +%e (6z+1)
C4 et Cy étant des constantes arbitraires.

Représentation graphique : sur la figure 21.3 on a représenté les trajectoires-solutions
de (21.12) correspondant & C; =0 et Cy = —2,—-1,0,1,2,3.

y

FIGURE 21.3: trajectoires-solutions de (21.12) pour C; =0 et Cy = —2,-1,0,1,2,3

Exemple 21.3. Cherchons la solution de
Y — 4y + 4y =¥ (x +1) (21.14)
vérifiant la condition initiale

y(0) =1 ety'(0) =0 (21.15)
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Résolution. Recherchons d’abord la solution générale de (21.14).
1) Recherchons la solution générale y;, de

Y — Ay + 4y =0. (21.16)

L(z) = 2% — 4z + 4, d’oi1 le polynéome caractéristique a une seule racine & savoir 2.
Par conséquent
yn = (Crx + Cy)e** .

2) Recherchons une solution particuliére y, de (21.14). On pose
yp = e*2?(Az + B) .
En remplacant dans (21.14), on obtient A = % et B=1dou
1 1
Yp = 62””(6:63 + 5:62) .
3) La solution y, de (21.14) s’écrit donc

1 1
Yy = (Cra + Co)e*™ + 62””(6:63 + 5:62)
C4 et Cy étant deux constantes arbitraires.
Choisissons maintenant C'y et Cy pour vérifier la condition initiale. On doit avoir :
Cy =1 et, puisque y, = e (1% + 22?2 4+ (201 + 1)z + Cy + 2Cy),

Cy+2C5,=0,

il s’ensuit C; = —2 et Cy, = 1. La solution y cherchée est donc

1 1
y= 62””(6:63 + 53:2 —2r+1).

D’apreés le Principe de superposition, on sait que si y est solution de L(D)y = f(x)
alors Rey (resp. Imy ) est solution de L(D)y = Re f(x) (resp. L(D)y = Im f(x)),
dés lors

on peut étendre le champ d’application de la Méthode des coefficients indéterminés
au cas ou le second membre f(x) est de la forme

‘ f(x) =e*P(x)cos (br) ou f(x)=e*P(x)sin (bx) ‘

ot a etb étant des réels et P(x) un polyndome a coefficients réels.

En effet, on a alors

e P(x) cos(bz) = Re(e®T®7P(z)) et e P(z)sin(bx) = Im(e @) P(z)) .
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On peut donc
— d’abord chercher wune solution particuliére avec le second membre
e(a—i—ib)wp(x) ,
— en déduire ensuite une solution particuliere avec le second membre
e P(z) cos(bx) ou e P(x)sin(bz) .

Exemple 21.4. Résolvons dans R
y' +4y =sinzx . (21.17)
Résolution. 1) Recherchons la solution générale y;, de
y'+4y=0. (21.18)
Les racines du polynoéme caractéristique sont 2¢ et —2¢ ; d’ou
yp, = C1cos2x + Cysin2x .

2) Recherchons une solution particuliére y; de

Y Ay = e . (21.19)
On pose '
y1 = Ae™™ .
En remplagant dans (21.19), on obtient 3Ae™ = e d'oit A = 1 il s’ensuit
1 i
Y1 = 56 .

3) Recherchons une solution particuliére y, de (21.17)
Vu le Principe de superposition nous pouvons prendre

1
Yp =ZLy1 = ssinx .
3
4) La solution générale y, de (21.17) s’écrit donc
. 1.
Yy = C cos 2z + Cy sin 2z + gsmx ,
(1 et Oy étant des constantes arbitraires.

Représentation graphique : Sur la figure 21.4 on a représenté les trajectoires-solutions
de (21.17) passant par l'origine (ce qui demande C; = 0) et en faisant varier la pente
de la tangente a 'origine (on a pris Co =0, 1,2, 3 ce qui correspond a

(0)= 1,113 19
Y 3)3:3°3 /)

D’apreés le Principe de superposition, si y1, y2 sont solutions de L(D)y = fi(x),

respectivement L(D)y = fo(z), alors y; 4+ y2 est solution L(Dy = fi(x) + f2(z) . Par
conséquent
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FIGURE 21.4: trajectoires des solutions de (21.17) pour C; =0 et Cy =0,1,2,3

on peut également traiter par la Méthode des coefficients indéterminés le cas
ot le second membre f(x) est une somme d’exponentielles-polynomes ou de
polynomes, chacun pouvant en plus étre multiplié par un cosbx ou ou sinbx.

On raisonnera de la sorte dans les deux exemples suivants.

Exemple 21.5. Résolvons dans R
y" — 8y + 25y = 2e* sin 3z + 737 (292 — 3) . (21.20)
Résolution. 1)Recherchons la solution générale y;, de
y" =8y +25y=0. (21.21)

L(z) = 22 —82+25, d’oti les racines du polynome caractéristique sont 4+ 3i et4 — 3i.
Il s’ensuit :

Yn = 64””(01 cos 3z + C5 sin 3z)
ou (7 etCy sont des constantes arbitraires.
2) Nous allons appliquer Principe de superposition et nous occuper séparément de
chacun des deux termes composant le second membre de (21.20).
a) Recherchons une solution particuliére y; de

Y — 8y + 25y = 2¢4 30T (21.22)
Puisque 4 + 3i est une racine simple de L(z) on pose

Y = Ae(4+3i)mx )
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En remplacant dans (21.22), on obtient A = —% d’on

— __e(4+3z)xx = _"¢

4z
3 (

Y1 cos 3z + isin3z) .

b) Comme solution particuliere yo de
y" — 8y + 25y = 2¢** sin 3z (21.23)

nous pouvons prendre
x
yo =Imy; = —5649“ cos3x .

¢) Recherchons une solution particuliére ys de
y' — 8y + 25y = e 7 (292 — 3) . (21.24)

On pose
ys = e 3 (Mxz + N) .

En remplagant dans (21.24), on obtient M = 1 et N = 2. Il s’ensuit

d) Pour obtenir une solution particulére y, de (21.20), il suffit alors de prendre

1 2
Yp =Y2 T Yz = —26493 cos 3x + e_3””(§x + E) .

3) La solution générale y, de (21.20) est y5 + y, c’est-a-dire

1 2
y, = e**(Cy cos 3z + Cysin3x) — L1 cos 3z + e (Zx + —)
’ 3 2 29
ol C; et Cq sont des constantes arbitraires.
Exemple 21.6. Cherchons la solution de
Y’ + 2y — 3y = (2 + 1)e™ 3" + 4e” cos 2 (21.25)

dont le graphe passe par le point (0, —1) et dont la pente de la tangente en ce point
vaut 1.

Résolution. Cherchons d’abord la solution générale de (21.25).
1) Recherchons la solution générale y;, de vy’ +2y' — 3y =0.
L(z) = 2% +22 — 3, d’ott les racines de L(z) sont 1 et —3. Il s’ensuit

Yn = Clem + 026_3m (Cl, Csy e R) .
2) Recherchons une solution particuliére y; de

y' 4+ 2y —3y=(2r+1)e 3.
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Posons y; = (Az + B)ze 3% puisque -3 est racine simple de L(z). On obtient
A=-1 etB:—% d’ou

3) Recherchons une solution particuliére yo de

y// + 2@// —3y= 46(2i+1)z )

Posons y; = Ae(** 1% puisque 2i+1 n’est pas racine de L(z). On obtient A = %
d’ou 0i 1
Yo = ZTB(QH-l)a: )

3)Recherchons une solution particuliére y3 de
Yy’ + 2y — 3y = 4e” cos 2z .
Puisque 4e” cos 2z = Re(4e?*+D%) on a
1 2
ys = Rys = em(—g cos 2z + £ sin 2x)

4) Pour obtenir une solution particuliére y, de (21.25) il suffit donc de prendre
Yp = Y1 + y3 c’est-a-dire

2 3 1 2
Yp = (—% - g)e—sz + (—g cos 2z + E sin 2z)e” .
4) La solution générale y, de (21.25) s’écrit y, = yp + vy, d’ou
2
3 1 2
yg = Cre” + Coe " + (—% - g)e_sz + (—g cos 2x + R sin 2x)e”

ou C1, Cy sont des constantes arbitraires.

5) Cherchons maintenant la solution particuliére demandée. On a

322 bz 3 3 4
/ T —3x T iy
y, = Cie” +e (T + < 3Cy — §) +e (gcos(Qx) + gmex) )
On doit donc avoir
C1+ Cy = —%
C1—3C, =3
ce qui donne
13 63
Ci=——,0Cy=——.
Y320 T 160
La solution particuliére cherchée est donc
13 . _s.,32% Bx 129 o3 4
Y= +e (T+§+m)+e (gcos(2x)+gsm2x).

21.5 Exercices

1. Chercher la solution générale des équations différentielles suivantes, chercher
une solution particuliére vérifiant les conditions indiquées.
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Equation Cond. initiales
y' —y=2>+1 y(0) =1,4(0)=0
' +y +4y=0 y(0) =0,y(1) =2
y// + y/ — x2 -1
y// o 5y/ + 6y — 562:0
y" 4+ 9y = cos 6x
y' +1y —2y=-e"cosx y(0) =1,9/(0) =0
y// + 2y/ _,_y — 2e—m
y' —dy =a® -2z y(0) =0,y'(0) =1
y" — 4y’ + 13y = 50e2*
) Y =6y + 9y =e(z+1)
) Y’ +y=sinz y(0)=0,y(5) =0
)y’ — 6y + 9y ="T7e> +sinx
)y — 4y + 3y = (3x2 +1)e3
) Y +y +y=zesina
15) ¢y’ +2y +y=e *cosx+mxe

)

)

)

)

)

o= = O 00 O Uk W N
W N = O — — —

— =
>

y" 4+ 9y =z cosx
y'+y=x(e” —sinx)

y' =2y +y=1+2%+2sin2z
1
COSJ"‘:

y'+y=
y'—y = 2

2. Chercher des solutions particuliéres y1, y2 de " +y = cosx telles que :
a) le graphe correspondant a y; passe par le point (5, 5) et ait comme tan-
gente en ce point la droite y = z ;

b) y2 admette un extrémum local pour z =0 et z = 7.

\ ¢

2

FIGURE 21.5: trajectoire Co

3. On considére : y” — 2y’ + 10y =0 (1).
Chercher des solutions particuliéres y1, y2 de (1) telles que :

a) le graphe C; correspondant & y; coupe l'axe des = en 7§ et ait en ce point
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une tangente paralléle au vecteur (1,2). Quelles sont les autres points d’in-
tersection de C; avec 'axe des x .

b) le graphe C; correspondant & y» coupe I'axe des = en 7 et I'aire de la partie
représentée sur la figure 21.5 vaut 3.

21.6 Equations différentielles linéaires du 2°¢ ordre a
coeflicients variables

Certains des résultats ci-dessus sont encore valables dans le cas ol les coefficients
sont variables, c’est-a-dire pour I’équation

Y+ alx)y’ +b(x)y = f(z) (21.26)

ot a(z), b(x) et f(x) sont continues dans un intervalle 7. Ainsi on peut montrer
que le Théoréme d’existence et d’unicité de la solution (théoréme 62) vu pour les
équations linéaires a coeflicients constants est maintenu, plus précisément :

st xg est firé dans I, alors pour tout yo, vo fixés, il existe une et une seule
fonction y deux fois contindment dérivable dans I, vérifiant (21.26) et
telle que y(xo) = yo et y'(zg) = vo .

Les solutions de I’équation homogéne
y" +a(z)y + b(x)y =0 (21.27)

forment encore un espace vectoriel de dimension 2 et, pour obtenir toutes ces solu-
tions, il suffit donc d’en avoir deux qui soient linéairement indépendantes, le théoréme
57 est donc encore vérifié :

si y1 et ya sont deux solutions de l’équation (21.27) linéairement indé-
pendantes, alors la solution générale de (21.27) est Cryr + Caya ot Cy
et Cy sont deux constantes arbitraires.

Malheureusement on ne dispose pas de méthode générale permettant de trouver
effectivement deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation homogéne et
dés lors on n’a pas non plus de méthode générale pour la résoudre.

Signalons encore que le théoréme 59 (caractérisant au moyen du wronskien le
fait que deux solutions soient linéairement indépendantes) est encore vérifié pour
léquation (21.27).

Pour ce qui est de la recherche d'une solution particuliére de (21.26), la Mé-
thode par variation de constantes est encore applicable. Par contre la Méthode des
coefficients indéterminés n’est plus applicable.

21.7 Applications a ’oscillateur harmonique

Considérons un point matériel P de masse m attaché & un ressort dont l'autre
extrémité est fixe. Le point P se meut sur une droite et soit O la position du point
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IANANe :
VYV VVVE o

FIGURE 21.6: oscillateur

P lorsque le ressort n’est ni comprimé, ni étendu. On est ainsi en présence d’un
oscillateur rectiligne comme illustré sur la figure 21.6.

Etudions le mouvement du point P et pour mesurer les déplacements de ce
point, orientons la droite sur laquelle s’effectue le mouvement et notons x la mesure
du segment OP. Soit R(x) la force exercée par le ressort (force de rappel du ressort)
sur le point P, la mesure R(x) a le signe opposé de z et on admet qu’en valeur
absolue |R(z)| est proportionnel & |z|, par conséquent R(x) est de la forme

R(x) = —kx
ot k est une constante > 0 (la constante élastique du ressort). Comme instant initial
prenons 0.
1. Oscillateur harmonique sans frottement

Envisageons d’abord le cas ol le mouvement du point s’effectue sans frottement.
L’équation du mouvement de P s’écrit donc

ma” = —kx
c’est-a-dire
2
si on pose
k
wo = —_— .
m

wo est donc une constante positive. On sait que la solution générale de (21.28) est
donnée par

z(t) = Asin(wot + ¢) (21.29)
ou A > 0 et ¢ peut étre choisi entre | — 7, 7|. La constante wy est appelée la
pulsation propre de l'oscillateur et si on pose

wo
Vo = o

vg est appelée la fréquence propre de l'oscillateur.
Les constantes A et ¢ sont évidemment déterminées par les conditions initiales :

zo = Asiny et z; = Awgcosp .

Si zg et z{, ne sont pas tous deux nuls, le mouvement du point P est périodique de
pulsation wy. On est donc en présence d’une oscillation périodique.
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2. Oscillateur harmonique amorti

Envisageons maintenant le cas, plus fréquent, ot le mouvement du point P est
soumis & un frottement et admettons que la force de frottement, forcément de sens
opposé au mouvement, soit proportionnelle & la masse du point et & sa vitesse, la
force de frottement peut donc se mettre sous la forme —2m~ya’ ol v est une constante
positive (dépendant de Voscillateur). L’équation de mouvement s’écrit donc

ma’ = —kx — 2m~ya’

c’est-a-dire

2+ 2y’ +wiz =0 |. (21.30)

Bien entendu z = 0 est solution de (21.30). Il s’agit de la seule solution de (21.30)
vérifiant les deux conditions initiales z(0) = 0 et 2/(0) = 0. Dorénavant intéressons-
nous aux solutions non identiquement nulles. Le polynome caractéristique étant

2% + 2z + wd, trois cas peuvent se présenter.

0.75
0.5

0.25

-0.25

-0.5

-0.75

FIGURE 21.7: amortissement fort dans le cas v = 2.5 > wy = 2

Amortissement fort : v > wg.

Les racines du polynoémes caractéristique sont

—y+\/P-wh et —y— /7P —wp .

Pour alléger les écritures posons

A=y —/72—wi et A=y +4/72—wi.

Les constantes A1, Ay sont positives et Ay < As. Les racines du polynéme
caractéristiques sont donc —Ay, —A2 et la solution générale de (21.30) est

x(t) = Cre Mt 4 Che P2t
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Il s’ensuit
.’L'/(t) = —>\1016_)\1t — )\2026_/\2t .

Les constantes C7 et Cy s’obtiennent aisément au départ des conditions ini-
tiales en résolvant le systéme

Cy + Cy = z(0)

/\101 + )\202 = —1‘/(0)
Etudions z(t) pour ¢t > 0.

1. Puisque A1 et Ay sont > 0, on a lim;—, 1 2(t) = 0. La position limite du
point est donc l'origine O.

2. La dérivée 2’(t) ne peut s’annuler que si

cPamat _ _C2de
01 )\1 '
Ici on ne considére que des t > 0. Par conséquent

— soit —gfif < 1 et 2/(t) ne s’annule pas pour un ¢ > 0. Alors le point ne

change pas de sens parcours et ne peut donc passer par l'origine 0.

— soit —% > 1 et 2/(t) s’annule une seule fois pour un ¢t > 0. Alors le
point change une seule fois de sens de parcours. Le point soit ne passe pas
par lorigine, soit passe une seule fois par 'origine.

Par conséquent

le point P, qui tend vers le point d’équilibre O, ne peut changer de coté
par rapport a O qu’au plus une seule fois; aprés cet éventuel changement de
coté x(t) tend vers 0 de fagon monotone. Le mouvement de P n’est donc pas
oscillatoire autour du point O.

Amortissement critique : v = wp .

La solution générale de (21.30) s’écrit
z(t) = e T(Cit + Cy) .
Il s’ensuit
2/ (t) = e " (—yCit —yCo + C1) .
De nouveau C et Cy s’expriment au moyen des conditions initiales :
Cy = z(0) et C1 = 2/(0) +~vz(0) .

De nouveau lim;_, 4 2(t) = 0 et 2/(t) s’annule au plus une fois. On peut
donc refaire pour z(t) la méme analyse que dans le cas de Pamortissement
fort.

Amortissement faible : v < wg .

Le polynome caractéristique a donc les racines complexes —vy & iy/wg — 2.
On sait que la solution générale de (21.30) est de la forme

z(t) = Ae  sin(y/wE — Y2t + ) .
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0.75

0.5

0.25

-0.25

-0.5

-0.75
FIGURE 21.8: amortissement critique dans le cas 7 = wg = 2

Alors A et ¢ s’obtiennent au départ des conditions initiales par
2'(0) +yx(0)
Vwi =7

De nouveau lim;_, 4 () = 0 mais cette fois, de par la forme de z(t)

Asing = z(0) et Acosp =

le point P tend vers la point O en oscillant autour de ce point, le facteur
d’amortissement de ’oscillation étant e~ 7.

De plus

la période de l'oscillation 27 /\/w3 — 2 est supérieure a 2m/wq qui est la pé-
riode de l'oscillateur non amorti ; la période d’oscillation et le facteur d’amor-
tissement (4 savoir e~ ) sont tous deuz indépendants des conditions ini-
tiales.

-0.25

-0.5

FIGURE 21.9: amortissement faible dans le cas 7 = 0.25 < wy = 2

On a illustré ces trois situations en fixant wy = 2, en prenant les conditions
initiales 2(0) = 1 et 2’(0) = 0 et en changeant la constante d’amortissement 7 : sur
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la figure 21.7, on a pris v = 2.5 > wp (amortissement fort), sur la figure 21.8, on a
pris v = 2 = wy (amortissement critique) et sur la figure 21.9, on a pris v = % < wo
(amortissement faible).

3. Oscillateur forcé et amorti

Envisageons maintenant le cas de 1'oscillateur forcé et amorti : par rapport
a loscillateur harmonique amorti on suppose ici que point P est soumis en plus &
une force extérieure F(t). L’équation de mouvement s’écrit alors

ma’ + 2myz’ + mwiz = F(t) . (21.31)

Envisageons le cas important o la force extérieure F'(t) est de la forme Fy coswt on
Fo > 0et w>0, I'équation de mouvement s’écrit donc

E
2+ 2yz' + wir = = coswt |. (21.32)
m

La solution générale de cette équation s’obtient en superposant la solution générale
déja obtenue pour l'oscillateur harmonique amorti, notée Zgmorti, €6 une solution
particuli¢re =, de (21.32). Pour chercher z, envisageons d’abord I’équation

Fy
2+ 2yz + wie = et (21.33)
m

Remarquons : puisque v # 0, le nombre imaginaire iw ne peut étre racine du po-
lyndéme caractéristique, par conséquent on peut trouver une solution particuliére x;
de (21.33) qui soit de la forme

xy = be™t (21.34)

un simple calcul nous donne

Fy
m(wd — w? + 2iyw)

b:

Soient «, § respectivement le module, ’'argument de

1
wd — w? + 2iyw

)
il s’ensuit
; 1
i
e ENC D DV
wy — W= + 21yw

Les quantités wg et v dépendent de l'oscillateur considéré, si on suppose celui-ci
fixé, les quantités o et § dépendent donc uniquement de la pulsation w de la force
extérieure. En remplacant dans (21.34) on obtient

o
T = — aez(wt+5)
m
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et, en prenant pour x, la partie réelle de =1 , on obtient
F
xp(t) = 2 cos(wt +9) . (21.35)
m

Remarquons que la solution z,(t) ne dépend pas des conditions initiales.
La solution générale z(t) de I’équation de mouvement (21.33) est donc

F,
2(t) = Tamorti(t) + 2p(t) = Tamorts () + E‘J o cos(wt + 6) .

On sait que lim¢—, 4 oo Tamorti(t) = 0, par contre Tp (t) est périodique, par conséquent

a partir d’un certain moment Tamorti(t) va apparaitre comme négligeable devant
xp(t), a partir de ce moment le mouvement observé apparaitra comme indépendant
des conditions initiales.

Etudions de plus prés x,(t).

xp(t) est périodique et a la méme période que la force F'(t), elle subit un déphasage 0
par rapport a celle-ci. Son amplitude est % « et est donc proportionnel a l'amplitude
de F(t) ,a la grandeur « et inversement proportionnel a m.

4. Le modéle de l'oscillateur harmonique

L’étude de loscillateur harmonique s’applique a d’autres problémes que celui
du mouvement d’un ressort. En effet d’autres problémes donnent lieu aux méme
équations que celles rencontrées ci-dessus et ces problémes ont donc les mémes so-
lutions. Le ressort que nous avons considéré est en fait 'occasion d’introduire des
modéles mathématiques applicables dans bien d’autres situations, en fait toute mo-
délisation faisant apparaitre une des équations (21.28), (21.30), (21.31)
déja rencontrées ou une équation de la forme (21.39) qu’on rencontrera
bientot est appelée un oscillateur harmonique. On rencontre ainsi des
modéles d’oscillateur harmonique dans tous les domaines! Nous allons en
voir un exemple en électricité.

Considérons un circuit électrique RLC composé d’une capacité de C farads, d’une
résistance de R ohms, d’une inductance de L henrys et d’une source électrique in-
troduisant un voltage de E(t) volts, notons ¢(t) la charge électrique correspondant
au courant parcourant le circuit. D’aprés la Loi de Kirchhoff on a

q(t)

LJ@+R¢@+77:E@.

Supposons que la source électrique délivre un courant alternatif, par exemple sup-
posons E(t) = Ej coswt, alors I’équation ci-dessus devient

R 1 E
q'(t) + fq'(t) + ﬁq(t) = TO coswt . (21.36)
Si nous traduisons 2 par % et w3 par %, nous sommes donc en présence de la

méme équation que celle rencontrée pour l'oscillateur harmonique amorti et forcé.
On peut donc appliquer les conclusions de ce probléme aux solutions ¢(t) du circuit
RLC considéré.
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5. Phénoméne de résonance

Placgons-nous encore dans le cas de 'oscillateur forcé amorti et continuons I’étude
faite ci-dessus.
Etudions la dépendance de 'amplitude de x,(t) par rapport a la force extérieure
Fp coswt. Cette amplitude vaut
Fo
—a
m
La dépendance par rapport & Fy est trés simple et sans surprise puisque ’amplitude
de x,(t) est proportionnel a Fy. Mais la pulsation w est aussi déterminante car elle
intervient dans «. Aussi étudions la dépendance de « par rapport & w, écrivons donc
a(w), on a :
1

V(wd —w?)? + 49202

a(w) =

Remarquons :
— 2 H —
a(0) = 1/wg et Lk)l_l)r{r_looa(w) =0.
De plus o/ (w) est de la forme
—dw(w? — wi + 2v?)
K

ou K est positif. Deux cas se présentent donc :

1. Si we < V27, alors o/ (w) < 0 dans [0, +00[ et a(w) décroit continuellement
vers 0 lorsque w tend vers +oo .

2. Si wo > V27, a(w) prend sa valeur maximale pour

w=wg = y/wi — 2792 (21.37)

Cette pulsation donnant & () son amplitude maximale est appelée la pul-
sation de résonance du systéme, lorsqu’on est dans ces conditions on
est en présence d’un phénomeéne de résonance. Le valeur maximale de o (w)

vaut
1

(W = .
or) 2yVwg —7*

Il ne peut donc y avoir de phénoméne de résonance dans les cas de I’amortis-
sement fort (wg < ) et de Pamortissement critique (wo = ). Méme l'amor-
tissement faible (wp > ) ne le rend pas nécessairement possible. Il faut un
amortissement faible “accentué” (wo > v/27), pour que, pour un choix parti-
culier de w, il y ait résonance.

(21.38)

Voyons comment évolue le phénomeéne de résonance lorsque "amortissement di-
minue, c’est-a-dire lorsque v diminue. On a
da(wr) 292 — w3
dy 292 (wg —2)32

<0,
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0.5 1 1.5 2 2.5 3

FIGURE 21.10: graphe de a(w) pour v = 1.5,1,1/v/2,0.5,0.3,0.1,0.05

et

lim a(wg) = o0,

v—0
I’amplitude de résonance augmente donc sans aucune limitation lorsque "amortisse-
ment diminue. Elle tend vers I'infini lorsque "amortissement tend vers 0.

La discussion ci-dessus est illustrée sur la figure 21.10 : on a considéré le cas ou

m =1, wg = 1. Alors le seuil (pour ) en dessous duquel le phénomeéne de résonance
est possible, est 1/1/2. On a représenté les graphes de o(w) pour v = 1.5,1,1/v/2
(pas de résonance possible) et pour v = 0.5,0.3,0.1,0.05 (résonance pour w = wg),
on constate effectivement que ’amplitude de résonance augmente fortement lorsque
7 diminue.

6. Oscillateur harmonique non amorti forcé

Supposons qu’il n’y a pas d’amortissement et qu'il y a une force extérieure F'(t)
de la forme Fjcoswt. L’équation de mouvement est

x" + wir = Fycoswt |. (21.39)

La solution générale s’écrit en superposant la solution générale xde 'oscillateur
harmonique non amorti (c-a-d (21.29)) avec une solution particuliére z,.
La solution générale xj, est

xp(t) = Asin(wot + ¢)
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ou les constantes arbitraires sont A > 0 et ¢ €] — m, 7] . Ici la solution de I’équation
homogéne est périodique, il n’y a donc plus de raison de la négliger a partir d’un
certain moment.

Pour chercher une solution particuliere y, de (21.39), on doit chercher une solu-
tion particuliére y; de

x4 Wiz = Fpe™* |. (21.40)

et prendre ensuite pour y,, la partie réelle de y;.

Deux cas se présentent :

1. w ;é wo.
Alors on vérifie aisément que

et donc

La solution générale s’écrit

x(t) = Asin(wot + ) + ﬁ cos(wt) .

— Si w < wp, Pamplitude de xz,(t) est m et décroit si w décroit ;

— sl w > wp, amplitude de x,(t) est fwg et décroit si w croit.
Il n’y a donc pas de valeur de w qui rende 'amplitude maximale. Alors il n’y a donc
pas de valeur de w donnant lieu & un phénomeéne de résonance.

2. w= wo .

C’est un cas apriori intéressant car la situation rencontrée a la section précédente
dans ’étude de la résonance nous invite a considérer le cas extréme ot il n’y aurait
plus d’amortissement (y = 0) et ou w continuerait a vérifier (21.37) et serait donc
égal & wg . L’équation est :

‘:EH + wiz = Fy coswot ‘ : (21.41)

On vérifie aisément que x,, s’écrit :

Fi
xp(t) = ﬁt sinwgt .

La solution générale s’écrit donc
. Fo | .
x(t) = Asin(wot + ¢) + —tsinwot
2w0

A la solution périodique xp,(t) on ajoute donc une oscillation dont 'amplitude est
QFTDOt et croit proportionnellement au temps, 'amplitude de 'oscillation tend alors
vers l'infini! On est alors en présence d’un phénomeéne de résonance extréme et il
est clair qu’on peut difficilement concevoir des systémes pouvant supporter de telles
oscillations.
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7. Exercices résolus

Exemple 21.7. On considére un ressort horizontal dont la position d’équilibre cor-
respond a lorigine. Supposons : la force de rappel du ressort est —16x, la force de
frottement est —10x’ et la masse du point attaché a ’extrémité vaut 1. On suppose
qu’il n’y a pas d’autres forces appliquées au point.

1.

Ecrivons Uéquation différentielle modélisant le mouvement du point extrémité
du ressort.

2. Donnons la solution générale de cette équation.

Combien de fois le point peut-il changer de sens de parcours.

4. Considérons les deux cas particuliers suivants :

— Cas 1 :2(0) = —1 et 2/(0) = —1,

— Cas 2 : 2(0) =—1 et 2'(0) = 3.

Dans chacun de ces deux cas tragons la trajectoire solution et déduisons-en
comment bouge le point extrémité du ressort.

Résolution.
1. 2”7 = =102’ — 162 d’ou I’équation de mouvement s’écrit
2" + 102" + 162 =0
2. Les racines du polynoéme caractéristique sont —2 et —8. La solution générale

de cette équation est donc
z(t) = Cre " + Coe 8,

Le point change de sens de parcours lorsque la dérivée s’annule. Cherchons
2'(t), on a:
2/ (t) = —2C1e™ 2" — 8Che ™8t .

Par conséquent z’(t) s’annule si et seulement si

6t 4C,
el = Rl (21.42)
Seuls les ¢ positifs nous intéressent, en se rappelant le graphe de €5, on a :
— si —% < 1, la dérivée 2’(t) ne s’annule pas pour un ¢ > 0,
— sl —% > 1, la dérivée 2/(t) s’annule une seule fois pour un ¢ > 0.

En conclusion, la dérivée s’annule au plus une fois et donc le point change de
sens de parcours au plus une fois.

On sait lim; 1 () = 0. Esquissons la trajectoire solution et précisons le
mouvement du point.
(a) Cas1:x(0)=—1et2’(0)=—1.
Une seule possibilité se présente : 2’(t) doit obligatoirement s’annuler une
fois et une seule fois.
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5. Cas 2 : z(0) = —1 et 2/(0) = 3.

A priori 2/(t) peut s’annuler une fois ou aucune fois. Pour en savoir plus
cherchons Cq et C5. On a :

C1+ Cy =-1
-2C1 —8Cy =3

11 s’ensuit Cy = —5/6 et Co = — — 1/6. L’équation (21.42) devient donc :
ot _ _4
5

qui n’a pas de solution. La dérivée 2/(t) ne s’annule donc pas. Nous avons
donc la trajectoire et le mouvement suivant.

A

Y
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Exemple 21.8. On considére loscillateur forcé d’équation
F
2" + 22 + 5z = =2 coswt .
m

Le phénomeéne de résonance est-il possible ¢ Si oui, quand se produit-il ?

Résolution. En appliquant 1’étude faite plus haut ott v = 1 et wy = v/5, on obtient
Fy
.I(t) = Tamorti (t) + EO&(UJ) COS(OJt —+ 5)

ou
is 1

ae 5?2+ 2iw

Pour voir si la résonance est possible étudions «(w) et voyons si a(w) a un maximum.

On a )
alw) = o (w>0).

Cherchons o (w)

o(w) = —%((5 — w?)? 4+ 4w 732 (5 — w?)(—4w) + 8w)
= 2w((5—w?)?+4w?) 7323 - w?)
= E(w)(3-w?)

ot E(w) est toujours > 0. Par conséquent a(w) croit pour 0 < w < +/3, décroit
pout w > /3 et prend sa valeur maximale pour w = /3. Il y a donc résonance pour

w=13.



Annexe A

Solutions des exercices relatifs
aux équations différentielles

Page 264, exercices 1, solutions générales

1 x—1 22
1 13) 4/ —
)x—C 3) x+1(2+x+0)

2) (% — 2+ C) 14y L1
n(— —ux —_—
4 V2 4 Celz
3) C 15) 4% +4ov/1+ 22 +4ln(z + Va2 + 1)+ C

V1—-C2z2 e T+ Va2 +1

o2 v -2 20 +1
1) Ce% 16)6 (x t+C) 2z+
T 12 4

5) Ctg = 17
) Cte 2 ) lnr+C’Ji+1
6) Ce®" 18
) Ce )1”24-21”4—24-6’6“C
7) —In(C — ) 19) o (x + D'+ C(x+1)°
8) Ces — (22 +2) 20) Ce™ 2% 4+ g2 — 5793 + 14—5

3 2x
9) % +Cx 21) Ce™3* + %

1
10) x + Cx? 22) e_f”(ix2 +C)
1 a8 4 1 2

11) 1_962(?4-0) 23) 2*(C'+ zInx)
12) C(z + V1 + a?) 24) £=%5(C — e" (22 + x + 2))

Page 264, exercices 2

8)yo = e"(x+C)  b)y1=e*(x—4) Q) yp=e*(z—1-1)

297
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Page 283, exercices 1, solutions générales
1) Cre” +C’26 T _ 22 -3
2) Che~ 37 cos ‘f‘r’x + Cye~3%sin ‘f5
3) C1 + Cae™ x—i—;x — 2?4
4) e2*(Cy — bzx) + Cze3®
5) C4 cos 3z 4+ Cosin 3z — % cos 6x
) C
)
) C
)

Le2% | Che® + (12—0(3 sinz — cos )

e %(z? + Crz + Co)

6
7

8
9

Oy + Chetr — = 4 20 1 22

C1e%% cos 3z + Coe?® sin 3x + 2e~ 2%
1
0) ¥ (Crx 4 C) + ¥ 2(6 +3)

—_

11) Cicosx + Cysinx — —x cosx

)
)
3 7 2 3x 3 2 :
12) (Cix + Cy)e’™ + —z“e’® + — cosz + —sinx
)

2 1 gO 5 25
13) Cre® + Cye® + 63’”(5533 - Z:):Q + Zx)

2z
\/§x) + Oy sin(@)] + Z?[(ws — 305%) cosz — (175 — 3662) sin 2]

14) e~ 3 [C} cos( 5

1
15) e *(Cy + Cax) — e * cosx + gx?’e_“’

1
16) Cy cos3x + Casindx + — 3 (4 cosz + sinx)

2
18) (Cy + Caz)e® + 22 +4x+7+25(4cos2x—3sin2x)

Cycosz + Coysinz + (cosx) In | cosz| + zsinz

)

)

)

17) C C ! 1 !

) Cy cosx + 251nx+2(:1:— )e” —|—4(:13 cosx — xsinx)
)

19)

20) C;1 + (Cy — 22)e® + (e® — 1) In(e® — 1)?

Page 283, exercices 3,4

1 1 1
2)yp = 3 cosx + Z(w+2x) sinz, ys = §(cosx+xsinx)

r—

x

— sin 3z
1+es

2 ™
3y = 3¢ 2 cosdx, Yz =
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